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1. W dotychczasowych dziejach nauki, zanim problem granic matematyki w ogole
zostal postawiony, zazwyczaj mieliSmy do czynienia z pogladami, wedlug ktérych poznanie
typu matematycznego z reguly uchodzito za wzdr naukowej doskonatosci (racjonalnosci i
wiarygodno$ci), wzor wszelkich naukowych cnét (rzetelnosci 1 $cistosci) oraz podstawe
poznania kazdego innego typu (archimedesowy punkt oparcia). Protopolastow tego typu
myslenia bez trudu znajdziemy juz w antycznej Grecji. Do$¢ wskaza¢ tu Pitagorasa, Platona,
Euklidesa czy Diofantosa. Jednak 6w wymodelowany na wiedzy matematycznej ideat
poznania naukowego chyba najczgéciej zwyklo si¢ taczy¢ z wiekiem siedemnastym i
postulowana przez Kartezjusza (1598-1650) koncepcja nauki jako mathesis universalis —
koncepcja nauki (filozofii) ufundowanej na matematyce i obejmujacej w jednym systemie
catos¢ ludzkiej wiedzy o $wiecie: zardOwno o poszczegdlnych segmentach tego $wiata, jak
catej jego strukturze (hierarchii). Szczgsliwym trafem, w kartezjanskim projekcie nauki jako
mathesis universalis najmocniej zaakcentowana byla jego czg$¢ czysto metodologiczna. Byt
to ze strony Kartezjusza bardzo szcze$liwy zabieg, albowiem na te czg$¢ programu latwo
godzili si¢ nawet filozoficzni oponenci kartezjanizmu, np. Pierre Gassendi (1592-1655) czy
Thomas Hobbes (1588-1679). 1 to wilasnie ona najsilniej oddzialala na wyobraznig
siedemnastowiecznych myslicieli, matematykéw i badaczy przyrody. Oddzialywanie to bylo
do tego stopnia silne, ze niemal bez reszty podlegaly mu umysty tak wielkich postaci jak
Benedykt Spinoza (1632-1677), ktory nawet nauke o moralnosci usitowat budowaé more
geometrico, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) czy Issac Newton (1642-1727).!

Ogladajac sig¢ wstecz, poza Kartezjuszem, warto tu pamigta¢ zwtaszcza o Leibnizu.
Warto o nim pamigta¢ przynajmniej z dwoch powodow. Po pierwsze, Leibniz, podobnie jak
Kartezjusz, byl matematykiem wyjatkowo tworczym, a wobec tego wilasne sukcesy w
zakresie matematyki tatwo o$mielaty go (poniekad catkiem uprawnienie) do stosowania
metody matematycznej takze w innych dziedzinach wiedzy. Nadzieje Leibniza byly do tego
stopnia rozbudzone, ze uwazal, iz bezwyjatkowo kazdy powazny problem naukowy mozna
rozwiazaé przy uzyciu rachunku matematycznego i metody czysto kombinatorycznej. Miast
tedy spiera¢ si¢ w nieskonczono$¢, wystarczy — jak mniemal — porachowac¢. A wigc, jak
powiadal, calculemus!.

Po drugie, jak wiadomo, Leibniz byt nie tylko wytrawnym matematykiem, ale 1
wybitnym logikiem, moze nawet — jak czasami si¢ uwaza — logikiem najwybitniejszym
pomiedzy Arystotelesem a Fregem.” Znakomicie wigc pojmowat, ze metody matematyczne
moga by¢ owocnie stosowalne do rozwiazywania rozmaitych problemow tylko wtedy, gdy
wszystkie te problemy bedzie mozna jako$§ zunifikowac, najlepiej na bazie jednego jezyka —
jezyka szczegblnego, bo uniwersalnego. Latwo zauwazy¢, iz w ten sposob, tj. postulujac
stworzenie takiego uniwersalnego jezyka (lingua universalis), Leibniz stat si¢ w filozofii
matematyki prekursorem logicyzmu i formalizmu.

2. Na swdj prawdziwy i konkretny sprawdzian pomysty Leibniza musiaty jednak
jeszcze jakis czas poczekaé. Wszak w szerokich kregach samych matematykow to dopiero od
czasoOw Davida Hilberta (1862-1943) oczekuje sig, by kazda powazna teoria matematyczna
byta nie tylko aksjomatyzowalna, lecz takze formalizowalna. Mozna powiedzie¢ i tak, ze na
dobra sprawe petna formalizacja catej matematycznej wiedzy samym matematykom zaczgta
si¢ marzy¢ dopiero po spektakularnych sukcesach z przelomu XIX i XX wieku, w
szczegOlnosci, po zaksjomatyzowaniu arytmetyki liczb naturalnych (G. Peano, 1889),
euklidesowej geometrii (D. Hilbert) i teorii mnogos$ci (E. Zermelo, 1908). Jednak to dopiero

'Spinoza nawet nauke o moralnosci usitowal budowaé more geometrico. Newton z kolei swoje glowne dzieto
zatytulowal: Zasady matematyczne filozofii przyrody (Philosophiae naturalis principia mathematica, 1687).
Por. J. Wolenski, Epistemologia, Tom I. Zarys historyczny i problemy metateoretyczne, Wydawnictwo
,,2Aureus”, Krakow 2000, s. 86.



w 1900 roku David Hilbert — idac krok dalej niz np. Gotlob Frege (1848-1925) —
zaproponowat konkretny program metodologiczny, ktory zamyst petnej formalizacji wiedzy
matematycznej miat skutecznie realizowa¢. W latach 1910-1913 dodatkowej inspiracji
dostarczyto ukazanie si¢ trzech toméw monumentalnego dzieta B. Russella (1871-1970) i A.
N. Whiteheada (1861-1947) pt. Principia Mathematica. W dziele tym po raz pierwszy zostata
przedstawiona konkretna droga wyprowadzenia catej matematyki z czystej logiki. W ten
sposOb Russell i Whitehead nareszcie pokazali, ze istotnie — tak jak przypuszczal Leibniz, a
postulowal Frege — abstrakcje matematyczne sa doktadnie tej samej natury, co abstrakcje
logiczne, tyle Ze nizszego pigtra.

Oczywiscie, D. Hilbert nie miat ztudzen co do tego, ze — wobec dotychczasowych
sukcesow — cate przedsigwzigcie jest juz proste i tatwe do wykonania. Lista najwazniejszych
problemow, ktére uprzednio nalezato rozwiazaé — lista tzw. ,,23 problemow Hilberta” —
byta wszak wymownie dluga. Migdzy innymi nalezalo wykazaé, ze teorie matematyczne, z
ktérymi mamy do czynienia, choéby te elementarne, istotnie sa niesprzeczne i zupetne (drugi
problem na liscie Hilberta, chyba najbardziej kluczowy w calym programie!). Niestety,
opracowana w tym celu teoria dowodu catkowicie zawiodta. Jak si¢ okazato, na podstawie
Hilbertowskiej teorii dowodu, a wigc w sposob konstruktywny i efektywny (scil.
finitystyczny), wprawdzie mozna bylo udowodni¢ niesprzeczno$¢ euklidesowej geometrii lub
niesprzeczno$¢ niektorych prostych rachunkoéw logicznych, ale juz nie sposob bylo tego
dokona¢ w wypadku elementarnej (aksjomatycznej) teorii liczb.

3. Wymienione trudnos$ci, a takze szereg innych, o ktorych Hilbert sklonny byt
poczatkowo mniemac, iz ich przezwycigzenie jest tylko kwestia czasu, wkrotce jednak
znalazly swoje wyjasnienie, tyle ze czysto negatywne. Dostarczyl go Kurt Godel (1906-
1978). W 1930 roku na II Konferencji z Epistemologii Nauk Scistych w Krolewcu Godel
ogtosit wyniki swoich dotychczasowych badan nad systemami formalnymi. Rok pdzniej
zostaty one opublikowane w ,, Monatshefte fiir Mathematik und Physik” (1931, Bd. 38, s.
173-198) pt. Uber formal unentscheidbare Sitze der , Principia Mathematica” und
verwandter Systeme. Poza szeregiem niezwykle pomystowych szczegotéw technicznych
(dotyczacych m.in. arytmetyzacji sktadni i tak zwanej ,,numeracji godlowskiej”), artykut
Godla zawieral przede wszystkim dowéd twierdzenia o niezupelosci arytmetyki. Scisle
biorac, w rachubg wchodzity dwa twierdzenia o niezupetnosci. Gdy chodzi o pierwsze z tych
twierdzen, to glosi ono, ze kazdy system formalny, ktéry zawiera arytmetyke liczb
naturalnych, zarazem zawiera tez zdania, ktore nie sa ani jego aksjomatami, ani jego tezami.
Aksjomatami i1 tezami owych bogatszych systeméw sformalizowanych nie sa takze negacje
tych zdan. Zdania te nazywamy dzisiaj badz zdaniami nierozstrzygalnymi, badz zdaniami
gbdlowskimi. Przy tym, co nalezy podkresli¢, sa to zdania catkowicie sensowne (czyli
dopuszczone regutami sktadni), a nadto jeszcze jedno z nich zawsze jest prawdziwe w modelu
standardowym tego systemu. Innymi slowy, znaczy to, ze — wbrew oczekiwaniom Hilberta
— w kazdym systemie sformalizowanym zawierajacym arytmetyke liczb naturalnych zawsze
istnie¢ beda takie zdania, ktérych przy uzyciu $rodkow formalnych tego systemu ani nie
bedzie mozna dowie$¢, ani obali¢. Krotko:

(1) Jesli ARCT i TeNSP, to istnieje zdanie A €Jt takie, ze Ag¢Cn(T) i ~AgCn(T)

I nic tu nie pomoze dopisanie owego nierozstrzygalnego zdania (lub jego negacji) do
listy aksjomatéw. W takim bowiem wypadku natychmiast pojawiaja kolejne zdania
nierozstrzygalne.

Istotne ograniczenia kazdego formalizmu bodaj jeszcze dobitniej ilustruje 17
twierdzenie o niezupetnosci. Jego tres¢ jest nastgpujaca. Niesprzeczno$¢ systemu



sformalizowanego zawierajacego arytmetyke liczb naturalnych nie moze by¢ okazana za
pomoca $rodkow tego systemu. A wigc:

(2) Jesli ARCT i TeNSP, to Con(T)¢ Cn(T), gdzie Con(T) znaczy: ,,T jest niesprzeczna”

Innymi stowy, by przedstawi¢ dowdd niesprzeczno$ci takiego systemu, trzeba uzy¢
bogatszych $rodkow formalnych niz te, ktére mamy do dyspozycji w ramach tego systemu.
Szkoputl polega jednak na tym, Ze nie mamy zadnych gwarancji, iz owe bogatsze systemy
formalne, z ktorych $rodkéw korzystamy, sa niesprzeczne. Aby bowiem udowodnié¢ ich
niesprzeczno$¢, trzeba odwolaé si¢ do systemow jeszcze bogatszych. I tak dalej — in
infinitum. Stowem, jak wykazal Godel, nie istnieje procedura (czytaj: konstruktywny dowod
dedukcyjny), dzigki ktorej w skonczonej liczbie krokow, a wiec w sposob efektywny, mozna
by sig przekonaé, ze systemy sformalizowane zawierajace arytmetyke liczb naturalnych sa
niesprzeczne.

4. Dla naszej wiedzy o granicach formalizmu i naturze wiedzy matematycznej, procz
wymienionych dwu twierdzen Godla o niezupelnosci, istotne znaczenie ma jeszcze kilka
dalszych odkry¢ z lat trzydziestych XX wieku. Poza twierdzeniem Tarskiego o
niedefiniowalnosci prawdy, warto w tym kontek§cie wymieni¢ przede wszystkim znane
twierdzenia Alonzo Churcha o nierozstrzygalnosci klasycznego rachunku predykatow i,
zwlaszcza, nierozstrzygalnosci arytmetyki. Rozstrzygalnos$¢ jest bardzo wazna metalogiczna
wlasciwos$cia systemow sformalizowanych — bodaj nie mniej wazna, niz ich niesprzeczno$¢
czy zupelos¢. Krotko mozna powiedzie€ tak: teoria jest rozstrzygalna wtedy 1 tylko wtedy,
gdy istnieje metoda, ktora o kazdym sensownym wyrazeniu tej teorii w sposob efektywny (tj.
w skonczonej liczbie krokéw) pozwala ustali¢, czy jest ono twierdzeniem tej teorii. Np.
klasyczny rachunek zdan jest rozstrzygalna teoria logiczna, poniewaz dzigki metodzie
zerojedynkowej (albo poprzez sprowadzenie do tzw. postaci normalnej) o kazdym jej
wyrazeniu sensownym jesteSmy w stanie rozstrzygnac, czy jest ono twierdzeniem tej teorii,
czy tez nie jest.

Niestety, nie wszystkie teorie logiczne posiadaja t¢ wtasciwos¢. W 1936 roku A.
Church udowodnit, ze klasyczny rachunek predykatow jest nierozstrzygalny. Przedstawiony
przez Churcha dowdd polegal na wykazaniu, ze zbidr twierdzen klasycznego rachunku
predykatow, cho¢ rekurencyjnie przeliczalny, nie jest rekurencyjny. Znaczy to, ze nie mozna
skonstruowa¢ Zadnej takiej procedury decyzyjnej (scil. zadnego algorytmu), ktora
umozliwiataby przetestowanie kazdego wyrazenia na okoliczno$¢ ,,bycia twierdzeniem
klasycznego rachunku predykatéw”. W tym samym 1936 roku Church wykazal tez, ze
rowniez arytmetyka liczb naturalnych, o ile jest niesprzeczna, jest nierozstrzygalna.*

3 Glowny nerw rozumowania i poszczegélne kroki procedury dowodowej Godla jasno i precyzyjnie omawiaja
m.in. E. Nagel i J. R. Newman. Por. E. Nagel, J. R. Newman, Twierdzenie Gédla, ttum. B. Stanosz, PWN,
Warszawa 1966, zwt. s. 61-68. Natomiast gdy chodzi o sformalizowany zapis tej procedury, to por. w tej sprawie
R. Murawski, Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematyki. Problemy zupetnosci, rozstrzygalnosci,
twierdzenia Gédla, Uniwersytet A. Mickiewicza w Poznaniu, Poznan 1990, s. 91-110. Por. tez W. Marciszewski
(red.), Logika formalna. Zarys encyklopedyczny z zastosowaniem do informatyki i lingwistyki, PWN, Warszawa
1987, s. 138-139.

4 Na marginesie warto moze zauwazy¢, iz 1936 rok byt wyjatkowo plodny w wazne odkrycia metamatematyczne
(podobnie zreszta jak cata czwarta dekada XX w.). W 1936 r., procz twierdzen Churcha i Turinga o
nierozstrzygalnosci AR, zostatlo réowniez sformulowane glosne twierdzenie Tarskiego o niedefiniowalnosci
prawdy. Krétko mozna je wyrazi¢ w sposob nastgpujacy: Jesli ARCT i TeENSP, to zbior zdan prawdziwych w
modelu Mt jest niedefiniowalny w T. Przedstawiony przez Tarskiego dowodd tego twierdzenia polegat na
wykazaniu, ze podczas definiowania prawdy dla AR w AR pojawiaja si¢ antynomie semantyczne typu antynomii
ktamcy. Por. A. Tarski, Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen, ,,Studia Philosophica“ 1936, vol. I,
ss. 261-405. Przedruk w: A. Tarski, Collected Papers, vol. 1, Birkhéduser, Basel 1986, ss. 51-198.



(3) Jesli AReNSP, to AReENROZ

Wprawdzie niektore jej fragmenty, np. arytmetyka tylko z dodawaniem lub tylko z
mnozeniem (tzw. arytmetyka Presburgera), sa teoriami rozstrzygalnymi, lecz cala arytmetyka,
poniewaz zbidr wszystkich jej twierdzen jest nieobliczalny, jest nierozstrzygalna. Oczywiscie,
nierozstrzygalne (i niezupeine) jest rowniez kazde rozszerzenie arytmetyki. A to znaczy, ze
wymienionymi defektami odznaczajq si¢ te wszystkie teorie matematyczne, ktdre zawieraja
arytmetyke, a wobec tego praktycznie jest nimi obcigzona cata matematyka (poniewaz
zawiera AR).

5. Jak wskazuje tytul niniejszej ksiazki, a przede wszystkim jej zawartos$¢, Gregory J.
Chaitin doskonale zdaje sobie sprawg¢ z istnienia wymienionych wyzej ograniczen —
ograniczen, ktore dotykaja calej usystematyzowanej wiedzy matematycznej. W obrgbie
dzisiejszej metamatematyki méwia o nich tzw. twierdzenia limitacyjne.’ Krok po kroku, z
wlasciwa sobie swada, prof. G. J. Chaitin analizuje wymienione ograniczenia. Szczegdlnie
wiele uwagi poswigca kwestii (nie)rozstrzygalnosci. To skadinad zrozumiate. Wprawdzie
(nie)rozstrzygalnos¢ wydaje si¢ by¢ tylko konsekwencja (nie)zupetnosci, lecz ,,praktycznie”
to wlasnie ona stanowi punkt krytyczny kazdego formalizmu. Jako jeden z pierwszych fakt
ten wyraznie dostrzegt takze Alan Turing. Jeszcze jaki§ czas po roku 1931 jakis
matematyczny hiperoptymista mogl mie¢ nadziejg, ze — zgodnie z oczekiwaniami Hilberta
— predzej czy pOzniej zostanie opracowana procedura, ktora o kazdym sensownym
wyrazeniu systemu formalnego (nawet gdy jest on niezupetny) umozliwi rozstrzygnigcie, czy
wyrazenie to jest prawdziwe w tym systemie, czy tez nie jest. Nadzieja owego hiperoptymisty
musiata jednak prysna¢ po roku 1936. To bowiem w tym roku, postugujac si¢ metoda
przekatniowa Cantora, Turing wykazal, ze nie istnieje zadna taka procedura (zaden algorytm,
zaden komputerowy program), ktora umozliwiataby realizacj¢ oczekiwan Hilberta. Nie ma
takiej procedury, tak jak nie ma algorytmu, ktéry umozliwialby ustalenie, czy n-ty program
komputerowy kiedykolwiek wygeneruje n-ta cyfr¢ (i zakonczy pracg), czy tez nigdy jej nie
wygeneruje 1 wobec tego nigdy si¢ nie zatrzyma (nigdy nie zakonczy pracy). Jak wiadomo i
jak to dzi$§ mowimy, jest to tzw. ,,problem stopu” — problem niemozliwy do rozstrzygnigcia z
powodu istnienia nieobliczalnej liczby rzeczywistej, ktéra odkryt Turing postugujac sig
metoda przekatniowa Cantora.

Kto§ moze pomysle¢, ze tzw. ,problem stopu” ma jedynie znaczenie lokalne.
Wszelako tak mozna bylo mniemaé tylko do pewnego czasu. Je$li nawet zignorowac
twierdzenie Churcha o nierozstrzygalnosci AR, to nalezy liczy¢ si¢ z faktem, iz — jak to w
1970 roku wykazatl Jurij Matjasewicz (z Instytutu Matematycznego im. W. A. Stiektowa w
Leningradzie) — Turinga ,,problem stopu” 1 dziesiaty problem Hilberta sa sobie rownowazne.
Przypomnijmy, ze w swoim dziesiatym problemie Hilbert pytat o algorytm umozliwiajacy
rozstrzygnigcie, czy dowolne (losowo wybrane) rownanie diofantyczne posiada rozwiazanie,
czy tez go nie posiada. W 1970 roku J. Matjasewicz wykazal, ze algorytm taki nie istnieje.
Znaczy to, ze tak jak nie istnieje algorytm umozliwiajacy rozstrzygnigcie, czy losowo
wybrany program komputerowy zakonczy praceg, tak nie istnieje réwniez algorytm, ktory
odpowie nam na pytanie, czy losowo wybrane rownanie diofantyczne ma rozwiazanie.

Pewnym szczegdlnym wariantem ,,dziesiatego problemu Hilberta” zajat si¢ rowniez
G. J. Chaitin. Mianowicie, uzywajac jako narzedzia pracy oprogramowania komputerowego

> Jak sig zdaje, nazwa ,,twierdzenia limitacyjne” po raz pierwszy zostala uzyta w 1958 roku przez A. Fraenkela i
Y. Bar-Hillela w odniesieniu do twierdzen Go6dla o niezupetnosci, twierdzen Churcha o nierostrzygalnosci i
twierdzenia Tarskiego o niedefiniowalnosci prawdy. Por. A. Fraenkel , Y. Bar-Hillel, A. Levy, Foundations of
Set Theory, 11 ed., North-Holland, Amsterdam 1973, s. 310. Wigcej w sprawie twierdzen limitacyjnych i innych
waznych ustalen wspoélczesnej metamatematyki (takze ich filozoficznych implikacji) por. w: J. Wolenski,
Metamatematyka a epistemologia, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1993, s. 51-96, zwl. zag s. 73-85.



(LISP), ktore specjalnie zostalo przystosowane do celow matematycznych i ktore chodzi na
IBM-ie RS/6000, skonstruowal — jak pisze — ,,przewrotne (niezwykle skomplikowane) 200-
stronicowe roéwnanie algebraiczne z parametrem N i 17 tysiacami zmiennych”.® Nastepnie
postawil pytanie: ,,Czy dla kazdej calkowitej wartosci liczbowej parametru N istnieje
skonczona czy tez nieskonczona ilos¢ catkowitych liczbowych rozwiazan?””’

Odpowiedz wypadta zdumiewajaco. Jesli bowiem do réwnania podstawia¢ kolejne
wartos$ci liczbowe parametru N oraz w przypadku skonczonej liczby rozwiazan przyjmowac
0, za$ w przypadku nieskonczonej 1, to jego rozwiazaniem bgdzie ciag zer i jedynek, ktorego
w zaden sposdb nie mozna odrdzni¢ od ciagu zestawiajacego wyniki nieskonczenie wielu
rzutdow moneta. Nieobliczalng liczbg rzeczywista z przedziatu migdzy 0 1 1, odpowiadajaca
ciagowi otrzymanych zer i jedynek, G. J. Chaitin nazwat nastepnie Q (Omega).®

Q=001011101100100110001...

Jak si¢ okazuje, jej kolejne cyfry odpowiadaja nieskonczonej liczbie zupelnie
przypadkowych faktow arytmetycznych. Wiemy wprawdzie, ze kazdy bit Omegi musi by¢
albo zerem albo jedynka, ale nie wiemy i nigdy wiedzie¢ nie bedziemy (!), kiedy i1 dlaczego
wystapi w niej zero, a kiedy i1 dlaczego — jedynka. Sytuacja jest wigc w maksymalnym
stopniu matematycznie nieprzewidywalna. Innymi slowy, Omega (€)), poniewaz stanowi
skrajnie nieuporzadkowana sekwencje zer 1 jedynek, jest nieredukowalna do zZadnego
algorytmu — jest, jak si¢ powiada, algorytmicznie nieupraszczalna (nickompresowalna).’
Znaczy to, ze, méwiac odrobing inaczej, ewentualny algorytm (program komputerowy), za
ktorego posrednictwem mogliby$my te sekwencje wiernie odtworzy¢, musiatby by¢ rownie
dlugi, jak ona sama. Wnioski, ktére wyprowadza Chaitin w rezultacie odkrycia Omegi, sa
nastepujace. Cytuje:

,Normalny poglad na matematyke jest taki, ze jesli co$ jest prawdziwe, to jest prawdziwe

z jakiego$ powodu, prawda? W matematyce powodem, dla ktorego co§ uwaza si¢ za prawdziwe
nazywamy dowodem. I praca matematyka jest znajdowanie dowodow.
A zatem, normalnie uwazacie, ze jesli co$ jest prawdziwe, to jest prawdziwe z jakiego$ powodu.
Coz, Omega pokazuje wam, co odkrylem, ze pewne matematyczne fakty sa prawdziwe bez
zadnego powodu! One sa prawdziwe przez przypadek! I w konsekwencji na zawsze wymykaja si¢
potedze matematycznego dowodzenia. Kazdy bit Omegi musi by¢ 0 lub 1, ale jest to tak delikatnie
wywazone, ze nigdy nie bgdziemy wiedzie¢ jaki to bit.

Wierzylem kiedy$, ze cala matematyczna prawda, cale nieskonczone bogactwo
matematycznej prawdy moze by¢ skompresowane w maty zbior aksjomatow i metod dowodzenia,
co do ktorych my wszyscy mozemy si¢ zgodzi¢ i ktorych uczylismy si¢ jako studenci matematyki.
[...] Niestety, istnienie nieredukowalnych faktow matematycznych dowodzi, ze w pewnych
przypadkach nie istnieje absolutnie Zadna kompresja, zadna struktura czy wzorzec w
matematycznej prawdzie. [...] Gdyby Bog byt sklonny odpowiedzie¢ tak/nie na pytanie, to kazdy
bit Omegi wymagalby oddzielnego pytania, poniewaz nie istnieje zadna korelacja, nie ma zadnej
redundancji! [...] W tym kierunku nieredukowalno$¢ matematycznej informacji (irreducible
mathematical information) nie moze juz p6js¢ dalej, nieprawdaz?”"

6. C6z mozna jeszcze w tej sprawie powiedzie¢? Istnienie nieobliczalnej liczby Q —
liczby, ktoérej odkrycie, jak utrzymuje Chaitin, nie byloby mozliwe bez uzycia
profesjonalnego komputera i specjalnego jezyka programowania (zmodyfikowany wariant

® G. J. Chaitin, Randomness & Complexity..., s. 3. Zobacz tez G. J. Chaitin, Randomness in Arithmetic, s. 83.

7 Zauwazmy, iz Chaitin wcale tu nie pyta, czy skonstruowane przez niego réwnanie jest w ogdle rozwiazalne.
Poniekad byloby to bowiem tylko powtorzenie pytania, z ktorym juz wczesniej zmierzyt sig¢ Turing.

8G. 1. Chaitin, Randomness in Arithmetic, s. 81.

’ Tamze, 5. 83-85. Zobacz tez G. J. Chaitin, The Limits of Mathematics, Singapore 1998, Springer, s. 54.

' G. J. Chaitin, The Limits..., s. 54-55 (Conclusion).



LISP-a) — wskazuje nie tylko na doniosto$§¢ matematyki nierekurencyjnej, ale nadto i przede
wszystkim zwraca uwage na wszechobecna przypadkowos$é: przypadkowos¢ (losowosc),
wedtug Chaitina, przez srodowisko samych matematykow ostentacyjnie lekcewazona czy
nawet ignorowana. Tymczasem, jak twierdzi Chaitin, przypadkowo$¢ (losowos¢) nie omija
roOwniez matematyki. Zawiera si¢ takze w czystej matematyce, a nawet w elementarnej
arytmetyce liczb naturalnych (dziedzina rownan diofantycznych). W zwiazku z tym Chaitin
konkluduje:

,,Bog gra w kos$ci nie tylko w mechanice kwantowej i fizyce klasycznej, ale nawet w czystej
matematyce, nawet w elementarnej teorii liczb”.""

7. Czyzby wigc w rezultacie odkrycia Omegi zaistnialy przestanki do sformutowania
kolejnego twierdzenia limitacyjnego? W kazdym razie, gdyby bez reszty oddac si¢ lekturze
Granic matematyki... 1 potulnie pozwoli¢ si¢ autorowi prowadzi¢, to bez watpienia mozna by
odnies$¢ takie wrazenie. Rzecz jednak w tym, ze nie wszystko, co w tak urokliwy sposob
Chaitin nam przedstawia, mozna przyja¢ z zaufaniem réwnie wielkim, jak wielki jest
entuzjazm samego autora. Zacytowane przed chwila zdania niewatpliwie brzmia efektownie.
Nie wydaje si¢ jednak, by byly rownie odkrywcze. Mato odkrywczy wydaje si¢ takze
wczesniej cytowany wniosek. Wbrew Chaitinowi nie mozna bowiem uwazac¢, by matematycy
byli dzisiaj sktonni utozsamia¢ (scil. traktowa¢ ekwiwalentnie) pojecie ,,obiektywnej prawdy
matematycznej” 1 pojgcie ,,dowodliwosci”. Tego typu pomieszanie bylo mozliwe przed
Godlem, lecz nie dzisiaj. Odkrycie przez Godla zdan nierozstrzygalnych raz na zawsze
potozyto kres tego typu uroszczeniom. Kropke nad ,,i”” postawit Tarski, gdy dowiodt, ze petny
opis jezyka kazdej bogatszej teorii matematycznej (,,bogatszej” znaczy: ,,zawierajacej AR”)
nie moze by¢ przedstawiony w jezyku tej teorii, lecz musi korzysta¢ z formalizmu teorii
jeszcze bogatszej. Dlaczego? Przede wszystkim dlatego, ze pojecie prawdziwosci zdan AR
nie moze by¢ zdefiniowane w AR.

Mysl t¢ mozna wyrazi¢ w sposob jeszcze bardziej ogdlny. Prawdziwo$¢ nie moze by¢
zredukowana do dowodliwosci doktadnie z tych samych powodow, z ktérych semantyka nie
daje si¢ zredukowa¢ do samej tylko sktadni. Powody tego stanu rzeczy wytuszczaja Godla /
twierdzenie o niezupetnosci 1 Tarskiego twierdzenie o niedefiniowalnosci prawdy. Zatem:

(4) Jesli TCAR, to T-semantyka nie jest formalizowalna w T-sktadni.

Oczywiscie, nie trzeba tu dodawaé, ze pojecie prawdy — podobnie jak pojecie
spetniania, a w odroznieniu od pojecia dowodu lub konsekwencji logicznej — jest wiasnie
pojeciem semantycznym. Zatem odkrycie Omegi jako pewnego ,,faktu matematycznego”
byloby czyms$ absolutnie niezwyktym, gdyby w matematyce rzeczywiscie sprawy si¢ mialy
tak, jak je opisuje Chaitin, w szczegolnosci: gdyby pomig¢dzy pojeciem ,,obiektywnej prawdy
matematycznej” i pojgciem ,,dowodliwosci” mozna byto postawi¢ znak rownosci, a wige —
ostatecznie — semantyke zredukowa¢ do sktadni. Jednak w $§wietle metamatematycznych
ustalen, w ktoére obfitowata zwlaszcza czwarta dekada XX wieku, tego rodzaju myslenie
wydaje si¢ dzisiaj catkowicie archaiczne — réwnie archaiczne jak stary poglad Hilberta, ze
wszystko mozna sformalizowac.

8. W trakcie lektury Granic matematyki... v $rednio uwaznego czytelnika moze
zrodzi¢ si¢ takze wiele innych watpliwosci. Przykladowo, watpliwosci moze budzié
fascynacja LISP-em jako optymalnym (ba, w wersji Chaitina, najlepszym!) jezykiem
programowania — je¢zykiem szczegélnie uzytecznym, m.in. ze wzgledu na jego elastycznosé,
zwlaszcza w badaniach matematycznych. Jednak LISP, o czym dobrze wiedza informatycy,

""" G. J. Chaitin, Randomness & Complexity..., s. 12.
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jest stosunkowo ,,starym” i poniekad juz ,,zuzytym” jezykiem programowania (cho¢, czego
dobrym przykladem jest Greg Chaitin, wciaz jeszcze ma swoich ,,wielbicieli”). Jesli tedy
istotnie w rozwigzaniu wielu konkretnych 1 niebanalnych probleméw matematycznych moze
by¢ uzyteczny komputer, to w tym celu mozna dzisiaj uzywaé jezykow bardziej
wyrafinowanych niz LISP, np. siggna¢ po Prolog czy inne je¢zyki, ktére umozliwiaja
rozwigzywanie réwnan nieliniowych. Rowniez z punktu widzenia problematyki zajmujacej
Chaitina, bardziej interesujace (i uzyteczne) wydaja si¢ by¢ jezyki programowania i
programy, na ktérych chodza komputery 5 generacji. A to dlatego, iz stosuje si¢ je przede
wszystkim do rozwiazywania problemow ztozonosci (a nie jedynie obliczalno$ci). Jak sie
zdaje, ztozono$¢ wiaze si¢ z losowoscia w sposdb bardziej podstawowy, niz obliczalnos¢.
Wybdr przez Chaitina wlasnie LISP-a mozna tedy usprawiedliwi¢ w ten jedynie sposob, ze
zarowno LISP, jak i rachunek lambda Churcha sa stosunkowo ,najblize;” uniwersalnych
maszyn Turinga. A skoro rachunku lambda nie da si¢ uruchomi¢ w komputerze, to — jesli
chce si¢ by¢ wiernym gtéwnym ideom komputacjonizmu — pozostaje wybra¢ LISP-a.

9. W tym miejscu u czytelnika dobrze obeznanego nie tylko z dwudziestowieczna
filozofia matematyki, lecz takze z najnowsza metodologia informatyki, moga pojawi¢ si¢
kolejne znaki zapytania. Na przyklad: czy w ogole algorytm (resp. myslenie
algorytmizowalne) dobrze przylega do formalizmu matematycznego? W szczego6lnosci, czy
istotnie LISP jest tozsamy z odpowiednim jezykiem samej matematyki: rachunkiem funkcji
czy rachunkiem lambda? Albo: czy jest w ogole uprawnione, i ew. w jakiej mierze,
utozsamienie dowodliwo$ci z obliczalnoscia, czyli — upraszczajac — dowodu (nawet gdy
jest to dowdd Scisle matematyczny) z samym tylko rachunkiem (nawet gdy jest to rachunek
wyjatkowo wyrafinowany)?

Jak wiadomo, pojgcie rekurencyjnosci trudno jest przeceni¢: zarowno w badaniach
sciSle matematycznych, jak i w rozwazaniach metamatematycznych. Wszak pojgcie to
pozwala nam uniezalezni¢ si¢ od konkretnych formalizmoéw, czyli relatywizacji do
okreslonego jezyka. W rozwiazywaniu problemu definiowalnosci czy dowodliwosci
rekurencyjno$¢ oznacza tedy istotny postgp, ba, gwarantuje osiagnigcie ,,matematycznego
raju”. Jednak z drugiej strony, jak to zauwazyl m.in. K. Godel, rekurencyjno$¢ moze by¢
uznana jedynie za ,pewien szczegdlny rodzaj dowodliwosci czy rozstrzygalnosci”'? —
»pewien szczegblny”, a wigc jeden z wielu, by¢ moze wecale nie najwazniejszy. W
szczegllnosci, gdyby ja utozsamic z konstruktywnoscia, to fatwo pozwala ona wyprecyzowac
m.in. pojecie dowodu w sensie $cistym. Mianowicie, za w petni konstruktywne (efektywne)
pozwala uzna¢ tylko te pojecia, definicje, twierdzenia, teorie i dowody matematyczne, ktore
maja charakter rekurencyjny, a wigc — praktycznie — nie wykraczaja poza arytmetyzacje
sktadni 1 elementarna indukcj¢ matematyczna. Tymczasem w matematyce, takze 1
metamatematyce, bardziej interesujace — tak z pragmatycznego, jak i teoretycznego punktu
widzenia — zawsze byly przypadki niekonstruktywnosci. Przy tym, niekonstruktywnos$¢ i
nierekurencyjno$¢ — podobnie zreszta jak i nieformalizowalno§¢ — wecale nie musi by¢
kojarzona z zagrozeniem sprzecznoscia lub brakiem nalezytej precyzji.

Niestety, Chaitin ani nie dyskutuje wymienionych kwestii, ani w ogole ich nie stawia.
Z gory zaktlada, iz to, co jest do policzenia i to, co jest zapisane w postaci algorytmu (w LISP-
ie), jest tozsame, rOwnowazne, a przynajmniej w sposob istotny zbiezne. Tymczasem
zatozenie to wcale nie jest oczywiste. Range wymienionych przed chwilg pytan, a takze
problematycznos$¢ przyjetego przez Chaitina zalozenia, dobrze wida¢ m.in. z perspektywy
przyjetej przez Rogera Penrose’a w ksiazce Nowy umyst cesarza... Penrose dobitnie pokazuje
tam, iz poznania matematycznego, choc¢by najskromniej je pojmowaé, nie sposob jest
zredukowa¢ do wykonywania algorytméw. Nie sposob przystac na tego rodzaju redukcjonizm

12 K. Godel, Remarks Before the Princeton Bicentennial Conference on Problems in Mathematics, [w:] idem,
Collected Works, t. 11, Oxford University Press, New York1989, s. 150-153.
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m.in. dlatego, poniewaz to pierwsze ma charakter tworczy (odkrywczy). Natomiast w
przypadku wykonywania algorytmow, nawet tych najbardziej finezyjnych, tworcze myslenie
wcale nie jest potrzebne. Ba, dla skrupulatnego wykonywania algorytmoéw przestaje by¢
potrzebne jakiekolwiek myslenie. A nawet wigcej: tam, gdzie w rachubg wchodzi jedynie i
tylko wykonywanie algorytmow (resp. implementowanych programow komputerowych), tam
w ogoble nie moze by¢ $ladu jakiegokolwiek myslenia. I odwrotnie: tam, gdzie rzeczywiscie
mamy do czynienia z my$leniem, tam zawsze bgda wspotwystegpowac elementy nie poddajace
si¢ algorytmizacji. Wystarczajaco wymowne sg tu rozne warianty znanego eksperymentu J. R.
Searle’a z ,,chinskim pokojem”.

10. Mimo zasygnalizowanych wyzej watpliwosci, z punktu widzenia metamatematyki
odkrycie Omegi, a wigc kolejnej liczby nieobliczalnej, stanowi wazny (meta-)matematyczny
rezultat. Wazny, bo po raz kolejny potwierdzajacy traftnos¢, gieboko$¢ i1 doniostosé
dokonanych przez Godla odkry¢. Wazny, bo domagajacy si¢ gruntownego przemyslenia, a
moze 1 zrewidowania, podstaw wspolczesnej matematyki: tak w sensie czysto teoretycznym,
jak 1 pragmatycznym (operacyjnym). Wazny, a moze nawet arcywazny, bo przymuszajacy
takze samych matematykow do ponowienia pytan o granice wiedzy matematycznej, a wigc
pytan typu: Co jeszcze wymyka si¢ potedze rozumu matematycznego i potedze $cistego
matematycznego dowodzenia? Czy poza tymi ograniczeniami wiedzy matematycznej, o
ktorych moéwia dotychczasowe twierdzenia limitacyjne, jest jeszcze co$, czego rozum
matematyczny ogarnaC nie jest w stanie i wobec czego dalej pozostaje bezradny albo $lepy?
Czy konstruktywnos$¢ procedur dowodowych w matematyce dalej nalezy wiazaé z ich
formalizowalno$cia i/lub rekurencyjnoscia? Co poza dowodliwo$cia moze porgczac
prawdziwo$¢ matematycznych twierdzen? Czy tradycyjne ujecie teorii matematycznych, a
wigc ich ujgcie aksjomatyczno-dedukcyjne, mimo swych atutéw, nie wyczerpato swych
poznawczych mozliwosci? Czy nie czas po temu, by nalezycie przetestowac inne
(konkurencyjne) sposoby osiagania i porzadkowania systematycznej wiedzy matematyczne;j,
np. semantyczny lub strukturalny (nie-zdaniowy)? Etc. Etc.

Jak sadze, to wlasnie mierzac si¢ z tymi pytaniami Greg J. Chaitin sformutowat pewne
metodologiczne postulaty — postulaty, ktore, cho¢ dla czgsci matematykdéw moga brzmiec
nieco osobliwie lub niepokojaco, innej czgsci pozwola by¢ moze nabra¢ wiatru w zagle.
Mianowicie, dostrzegajac nieskuteczno$¢ (bezowocnos$¢, jatowo$¢) prowadzenia pracy
badawczej ,,w dawnym dobrym stylu”, Chaitin proponuje nowy metodologiczny
paradygmat — paradygmat, opierajacy si¢ na zwrocie w kierunku ,matematyki
eksperymentalnej” (quasi-empirycznej), nade wszystko za§ uznajacy przypadkowosc
(losowos¢) za istotna i niezbywalna ceche takze $wiata przedmiotéw matematycznych.'
Wedtug Chaitina, waznym zrodtem nowych impulséw w dziedzinie badan matematycznych, a
moze nawet tych impulséw zrodlem najwazniejszym, jest dzisiaj informatyka. Stale rosnace
mozliwos$ci obliczeniowe komputerow stwarzaja catkiem nowe warunki eksperymentowania 1
testowania matematycznych hipotez. Jakkolwiek paradoksalnie by to nie wygladato,
okolicznosci tej nie wolno dzisiaj ignorowaé lub cho¢by nie docenia¢."” Jednak, co chciatem
wyraznie odnotowaé, wbrew komputacjonistom i mimo swych wieloletnich zwiazkéw z
IBM-em, Chaitin nie uwaza, by komputery mogly zastapi¢ w mySleniu samych

'3 Chaitin zauwaza w tym kontekscie, iz poszukiwania matematykow, ktorzy pracuja jeszcze w starym stylu, a
wigc ignoruja twierdzenia Godla i jego wlasne ustalenia (nie uwzgledniaja przypadkowosci w $wiecie
matematycznym), przypominaja probg wydedukowania z praw Newtona np. calej teorii wzglednosci albo
rownan Maxwella czy Schrodingera. Tamze, s. 24 i n.

' Tamze, s. 22-26 (sub. 5, Experimental mathematics).

"> Ewentualny paradoks polega tu na tym, ze to, co ze swej istoty niealgorytmizowalne, nieobliczalne i
niesekwencyjne — np. okazana przez Chaitina przypadkowos$¢ $wiata matematycznego, a nadto dynamika
nieliniowa, kwantowa teoria pola, geometria fraktalna itp. — usituje si¢ wytropi¢ i opisa¢ wlasnie za pomoca
algorytmow i obliczen.
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matematykow.'® Podobnie jak np. J. R. Searle (i zgodnie z programem stabej Al) sadzi tylko,
Ze maszyny obliczeniowe stanowia dzisiaj dla matematykow wyjatkowo skuteczne narzedzie
pracy badawczej. Tedy wielkim bigedem z ich strony byloby tego faktu nalezycie nie docenic i
nalezycie nie zdyskontowaé.'” Chaitin wskazuje takze na nowe matematyczne czasopismo —
czasopismo pod nazwa Journal of Experimental Mathematics, ktore najpetniej odpowiada
programowi nowej matematycznej szkoty."®

Zapewne jeszcze w niejednym punkcie mozna powatpiewacé w rzeczywista doniostosé
(przetomowos$¢, rewolucyjnos¢) faktycznie dokonanych przez Chaitina ustalen czy w
lansowany przez niego, w stylu charakterystycznym dla amerykanskiego rynku idei, obraz
przysztej quasi-empirycznej matematyki i program nowej matematycznej szkoly. Jednak
jedno wydaje si¢ by¢ pewne. Osiagnigte przez Chaitina wyniki, a przynajmniej czg¢§ciowo
takze ich filozoficzna interpretacja, godne sa odnotowania i gruntownego przemys$lenia.
Odnotowania i przemyslenia godna jest rowniez, i to jako temat dla siebie (tutaj wyraZnie
przeze mnie nie wyodrgbniony), sformutowana przez Chaitina algorytmiczna teoria
informacji — teoria umozliwiajaca badanie niezupetno$ci systemow aksjomatycznych w
kontekscie informatycznym (m.in. poprzez odwotanie si¢ do losowych sekwencji binarnych i
zjawiska algorytmicznej niekompresowalnosci).

Jeszcze kilka lat temu, a mam na mysli schytek lat dziewig¢dziesiatych XX wieku,
Gregory J. Chaitin byt postacia w Polsce niemal nieznana — nieznana zar6wno samym
matematykom, jak i informatykom (takze metodologom informatyki). O ile wiem, pierwsze
informacje na temat badan Chaitina nad podstawami matematyki i algorytmiczna teoria
informacji poczely si¢ pojawia¢ najpierw w Srodowisku filozoficznym — w $rodowisku
filozofow matematyki (R. Murawski), logikow (J. Pasniczek) oraz filozofow nauki i
epistemologdéw (jak nizej podpisany).”” Jednym z pierwszych w tym gronie byl autor
niniejszego przektadu, pan Piotr Czarnota. Doskonale pamigtam ten jego wielki ,,ogien w
oczach”, gdy jeszcze jako student zwrdcit mi uwage na osobg 1 prace Grega J. Chaitina.
Pamigtam rowniez pasje, z jaka referowat (i dyskutowal) wyniki Chaitina na
teoriopoznawczym seminarium, ktére w roku 1999/2000 prowadzitem dla studentoéw filozofii
UMCS.*

Dzisiaj sytuacja si¢ zmienita i bez watpienia wyglada duzo lepiej. Dzigki internetowi
teksty G. J. Chaitina — zaréwno te wazne, jak i mniej wazne — sa w calo$ci dostepne niemal
kazdemu. Z profesorem Chaitinem mozna wymieni¢ poglady i opinie takze droga mailowa, a
— co na marginesie chcialbym zauwazy¢ — jest on wielkim mito$nikiem tej formy

' Na odnalezienie dowodu i genialnych autoréw tego przedsigwzigcia czeka wszak szereg nowych
matematycznych twierdzen — twierdzen réwnie interesujacych jak niedawno udowodnione wielkie twierdzenie
Fermata czy hipoteza Riemanna. G. J. Chaitin, The Limits..., s. 55.

'"G. I. Chaitin, Randomness & Complexity..., s. 14-15.

'* G. J. Chaitin, The Limits..., s. 26.

' W jezyku polskim pierwszy tekst samego Chaitina ukazat si¢ w 2002 roku w przekltadzie R. Murawskiego.
Por. G. Chaitin, Twierdzenia Gédla a informacja, [w:] Wspdiczesna filozofia matematyki. Wybor tekstow,
Wybral, przetozyt, komentarzami opatrzyt i wstgpem poprzedzit Roman Murawski, Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa 2002, s. 341-358. We wrzesniu 2002 r. na konferencji pod hastem Filozofia na progu XXI
wieku (jej organizatorem byt Wydziat Filozofii i Socjologii UMCS) wyglositem odczyt, w ktorym zreferowatem
niektore ustalenia Chaitina. Jego nieco zmodyfikowana (i rozszerzona) wersje por. w: J. Dgbowski, Pulapki
komputacjonizmu, ,,Filozofia Nauki” 2004, Nr 1-2. Por. tez J. Dgbowski, Filozofia nauki — jej przedmiot,
problemy i stanowiska [w:] Podstawy filozofii, pod red. S. Opary, A. Kucnera i B. Zielewskiej, Wydawnictwo
UWM, Olsztyn 2003, s. 169-182.

% Swoje 6wczesne zainteresowania badaniami G. J. Chaitina pan P. Czarnota zwienczyt praca magisterska pt.
Algorytmiczna teoria informacji w ujeciu G. J. Chaitina, obroniona w 2003 roku na Wydziale Filozofii i
Socjologii UMCS.
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komunikacji. Aby wyeliminowaé ostatnia powazna barier¢ ograniczajaca dostep do mysli
Chaitina, a tym samym obieg jego pism uczyni¢ jeszcze petniejszym, wszystkim
zainteresowanym (w szczego6lnosci, srodowisku matematykéw, informatykow 1 filozofow
poznania matematycznego) przekazujemy polski przekltad bodaj najwazniejszej jego ksiazki
— ksiazki pod wymownym tytutem Granice matematyki. Przy tej okazji pozwalam sobie
wyrazi¢ nadziejg, iz jej polskoj¢zyczne wydanie — wydanie sfinalizowane przede wszystkim
dzigki zyczliwemu zainteresowaniu Wydawnictwa UWM w Olsztynie 1 osobiscie Pana
Prorektora S. Achremczyka — w sposob istotny przyczyni si¢ do ozywienia naukowego
dyskursu nie tylko nad podstawami wiedzy matematycznej, lecz podstawami calej ludzkiej
wiedzy: naukowej 1 pozanaukowej, demonstratywnej i niedemonstratywnej, apriorycznej i
aposteriorycznej, analitycznej i syntetycznej, dyskursywnej i pozadyskursywnej, pojeciowe;j i
ogladowej, bezposredniej i posredniej, zdroworozsadkowe;j 1 literacko-artystycznej, potoczne;j
1 sapiencjalnej, racjonalnej i irracjonalnej. Wszelkie;j.

Jozef Debowski
Olsztyn, marzec 2004.
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Przedmowa

Jako nastolatek, Greg utworzyt niezaleznie od Kolmogorowa i Solomonoffa to, co nazywamy
obecnie algorytmiczng teorig informacji, przedmiot, ktorego jest on gtdéwnym architektem.
Jego praca naukowa z 1965 roku na temat eksperymentéw na automatach, ktora napisat bedac
w szkole $redniej, jest do dzi$ nadal przedmiotem zainteresowania. Jest on roéwniez bardzo
zaangazowany w IBM, gdzie pracuje od niemal trzydziestu lat nad rozwojem technologii
RISC.

Rezultaty Grega sa szeroko cytowane. Moim ulubionym portretem Grega moze by¢
ten, odnaleziony u Johna Horgana, pisarza piszacego dla Scientific American, w ksiazce
Koniec nauki z 1996 roku. Greg otrzymat wiele zaszczytow. Byl gosciem dystyngowanych
osob takich jak Prigogine’a, Krola i Krolowej Belgii oraz nastgpcy tronu Japonii.

Streszczajac si¢, pozwolcie mi sparafrazowaé Bette Davis z filmu Wszystko o Ewie,
ktéra powiedziala ,,Zapnijcie pasy bezpieczenstwa, zanosi si¢ na wyboista pogadankg!”. Panie
1 Panowie, Greg Chaitin! (Smiechy 1 oklaski)

Cristian Calude przedstawiajac Gregory’ego Chaitina na spotkaniu DMTCS’96 w The
University of Auckland.
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Stowo wstepne

Gdyby jaka$ katastrofa miata nagle zagrozi¢ zniszczeniem wszystkiego, co kiedykolwiek
napisatem, to ta ksiazka jest tym, co chcialbym zachowac! To, co zawiera jest podstawa,
wszystko inne to szczegdty techniczne. Ta ksiazka jest ostateczna wersja kursu na temat
granic matematyki, ktory prowadzilem kilka razy. Zawiera zapisy moich trzech ulubionych
wyktadoéw, w ktorych probowalem przenies¢ ten klimat wystepu na zywo przed audytorium.
Przebywanie twarza w twarz ze stuchaczami daje mi szczeg6lna energig, ktorej nie mam
kiedy dyktuje wyktad!

Po tych trzech wyktadach jest duzo kodu programu jgzyka LISP-a a na koncu trochg
kodu programu Mathematica.

Z uwagi na ten kurs musialem wynalez¢ nowy dialekt LISP-a. Niestety nie ma
podrecznika dla mojego LISP-a, ale dwa z tych wykladow wyjasnia go. Jest tez diugie
tego jezyka. Zatem uwazam, zZe to, co si¢ tutaj znajduje jest rGwnowazne zajeciom
fakultatywnym z wykorzystaniem podrecznika.

Zawartem rowniez kod programu do mojego interpretera LISP-a. Jest to trzysta
wierszy Mathematica i aneks na koncu ksiazki.

Niestety oprogramowanie jest krotkotrwale, zmienia si¢ w miarg jak je wykonujecie i
musicie uruchamia¢ je tak szybko, jak potraficie, zeby zosta¢ w tym samym miejscu! Kod
programu w aneksie to Mathematica Version 2, nie ostatnia wersja Mathematica, ktora jest
Version 3. Zakodowatem rowniez interpretera w C , a C by¢ moze zostanie zastapiony przez
Jave w niezbyt odlegtej przysztosci! Poniewaz ten kurs jest obecnie w swojej wersji
ostatecznej, zdecydowatem wycofac si¢ z wyscigu i zamrozi¢ oprogramowanie.

Jednakze mozecie zrozumie¢ podstawowe idee zawarte w tej ksiazce czytajac
wyklady, bez przechodzenia przez kod programu LISP-a. Mozecie czyta¢ moj kod programu
LISP-a i testowa¢ jego wykonywanie bez posiadania interpretera. Zatem wszystko, co
niezbgdne znajduje si¢ w tej ksiazce. Mozliwo$¢ uruchomiania interpretera LISP-a jest z
pewnoscia pomocna. To byla cala idea mojego kursu, ktéry powinien by¢ praktycznym
kursem komputerowym. Prowadzitem rowniez ten kurs kilka razy bez komputerow i
wydawato mi sig, Ze to takze dziata nawet jesli nie byto rownie ekscytujace.

Mozecie rowniez uruchomi¢ LISP-a w waszej glowie, co jest sposobem, w jaki
matematyka jest tradycyjnie uprawiana. Zatem pomyslcie o tym raczej jak o formalizmie, niz
jezyku programowania.

Ogromnie cieszylem si¢ dajac ten kurs lub jego streszczenia w Maine, prywatnie w
moim biurze, w Santa Fe i Albuquerue w Rumunii nad Morzem Czarnym, w Abisko i
Rovaniemi pod kotem podbiegunowym, w Helsinkach, Kopenhadze oraz w Auckland. To
wspaniata zabawa 1 jestem bardzo, bardzo wdzigczny za te zaproszenia. Stymulowaty mnie do
rozwiazywania zadan i tworzenia wielu, wielu wersji tego oprogramowania. Chce zatem
podzigkowa¢ Georgowi Markowsky’emu, Johnowi Casti, Crisowi Calude, Walterowi
Meyersteinowi, Bernardowi Moretowi, Edowi Angelowi, Veikko Kearenowi, Gautamie
Sasgupta, Klausowi Sutnerowi, Torowi Nerretrandersowi i Andersowi Karlqvistowi.

Musz¢ rowniez podzigkowac the Santa Fe Institute, ktérego mam przyjemnosé
regularnie odwiedza¢. Dwa rozdziaty z tej ksiazki sa wyktadami, ktére wyglositem podczas
tamtych wizyt. Nadal pamigtam rozwiazywanie niektorych kluczowych problemow pewne;j
bezsennej nocy w zyczliwym domu Johna i Vivien Casti.

I nic z tego nie mogtoby sig sta¢ bez IBM, ktore wspiera moje badania od trzydziestu
lat. W szczegdlnosci jestem wdzigczny mojemu obecnemu zarzadowi: Lee Nackmanowi i
Ambujowi Goyalowi za umozliwienie mi ukonczenia tej ksiazki. Podziwiam rowniez tych
bardzo bystrych i1 zdeterminowanych uczestnikéw moich kurséw. Odwazni pionierzy!
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Wszystkim ,,Merci beaucoup” 1 ,,Tusind tak”! Ostatnie podzigkowania dla Hansa-Christiana

za fotografi¢ na stronie tytutowej, ktora zrobil na Viena University w sali, gdzie wyktadal
Godel.

Gregory Chaitin, kwiecien 1997
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Losowos¢ w arytmetyce oraz schylek i upadek redukcjonizmu
w czystej matematyce

G. J. Chaitin, chaitin@watson.ibm.com

Bulletin of the European Association for Theoretical Computer Science, Nr
50 (czerwiec 1993), s. 314-328

Wyktad wygtoszony we wtorek 22 pazdziernika na Mathematics-Computer Science
Colloquium w University of New Mexico. Wyktad byt filmowany na video; to jest
zredagowany transkrypt.

1.Hilbert o metodzie aksjomatycznej

W ubieglym miesigcu bylem méwca na sympozjum na temat redukcjonizmu w Cambridge
University gdzie Turing wykonywat swoja pracg. Chciatlbym powtorzy¢ wyktad, ktory tam
wyglositlem 1 wytlumaczy¢, w jaki sposdb moja praca jest kontynuacja i rozwinigciem pracy
Turinga. Dwaj poprzedni moéwcy mowili przykre rzeczy o Dawidzie Hilbercie. A zatem
zaczng od powiedzenia, ze pomimo tego, co by¢ moze styszeliscie w kilku poprzednich
wyktadach, Hilbert nie byl przyghupem!

Idea Hilberta jest kulminacja dwoch tysigcy lat matematycznej tradycji: nawiazujacej
do aksjomatycznego traktowania geometrii przez Euklidesa, do marzen Leibniza o logice
symbolicznej, oraz monumentalnego dzieta Principia Mathematica Whiteheada 1 Russella.
Marzeniem Hilberta bylo raz i na zawsze wyjasni¢ metody matematycznego dowodzenia.
Hilbert chciat sformutowa¢ formalny system aksjomatyczny, ktéry obejmowalby cata
matematyke.

Formalny system aksjomatyczny

L

Ktadl on nacisk na pewna liczbg kluczowych wlasciwosci, ktore taki formalny system
aksjomatyczny powinien posiadaé. Ow system jest podobny do komputerowego jezyka
programowania. Sa to $cisle okreslone instrukcje odnosnie metod dowodzenia, postulatow 1
regut wnioskowania, ktére my jako matematycy akceptujemy. Co wigcej, Hilbert ustalil, ze
formalny system aksjomatyczny obejmujacy cala matematyke powinien by¢ niesprzeczny i
zupekny.

Formalny system aksjomatyczny
— niesprzeczny
— zupehy
—

»Niesprzeczny”- znaczy, ze nie powinni§cie by¢ w stanie udowodni¢ wyrazenia i
zaprzeczenia tego wyrazenia.
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Formalny system aksjomatyczny

— niesprzecznyA~A
— zupetny

Nie powinniscie by¢ w stanie udowodni¢ A 1 nie-A. To stawiatoby nas w trudnej sytuacji.

wZupelny”- znaczy, ze jesli utworzycie sensowne wyrazenie, to powinniscie by¢ w
stanie rozstrzygna¢ je w taki czy inny sposob. Znaczy to, ze albo A, albo nie-A powinno by¢
twierdzeniem i1 powinno by¢ dowodliwe z aksjomatéw poprzez zastosowanie regut
wnioskowania w formalnym systemie aksjomatycznym.

Formalny system aksjomatyczny

— niesprzeczny A ~ A
— zupelny A ~ A
ﬁ

Rozwazmy sensowne wyrazenie A i jego przeciwienstwo nie-A. Dokladnie jedno z tych
dwoéch powinno by¢ dowodliwe, jesli formalny system aksjomatyczny jest niesprzeczny i
zupehy.

Formalny system aksjomatyczny jest podobny do jezyka programowania. Posiada
alfabet 1 reguly gramatyki, innymi stowy formalna sktadnig. Jest to ten rodzaj rzeczy, z
ktérymi jesteSmy obecnie obeznani. Popatrzcie wstecz na trzy ogromne tomy Whiteheada 1
Russella pelne symboli a zrozumiecie, ze patrzycie na wielki program komputerowy w jakims
niezrozumiatym jezyku programowania.

A teraz bardzo zadziwiajacy fakt. Niesprzeczny i zupelny oznacza tylko prawdg i cata
prawdg. Te wilasciwosci wydaja si¢ by¢ rozsadnymi wymaganiami. Jest jednak zabawna
konsekwencja majaca co$ wspolnego z tak zwanym problemem decyzji. W jezyku
niemieckim jest to Entscheidungsproblem.

Formalny system aksjomatyczny

— niesprzeczny A ~ A
— zupelny A~ A
— problem decyzji

Hilbert przypisywat bardzo duze znaczenie problemowi decyz;i.

HILBERT
Formalny system aksjomatyczny

niesprzeczny A ~ A
zupelny A~ A
problem decyzji

VL

Rozwiazanie problemu decyzji dla formalnego systemu aksjomatycznego daje
algorytm, ktéry umozliwia wam rozstrzygnigcie, czy jakie$ sensowne wyrazenie jest, czy nie
jest twierdzeniem. Rozwiazanie problemu decyzji jest nazywane procedura decyzyjna.
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HILBERT
Formalny system aksjomatyczny

— niesprzeczny A~ A
— zupely A ~A
— procedura decyzyjna

To brzmi niesamowicie. Formalny system aksjomatyczny, ktéry Hilbert chciat
zbudowa¢ obejmowatby cala matematyke: elementarna arytmetyke, rachunek, algebre.
Wszystko. Jesli istnieje procedura decyzyjna, wowczas matematycy sa bezrobotni. Ten
algorytm, ta mechaniczna procedura moze sprawdzi¢ czy co$ jest twierdzeniem czy nie, moze
sprawdzi¢ czy to jest prawdziwe czy nie. A zatem wymaganie istnienia procedury decyzyjnej
dla formalnego systemu aksjomatycznego brzmi tak, jak byscie prosili o zbyt wiele.

Jednakze bardzo tatwo zauwazy¢, ze jeSli system jest zupelny i niesprzeczny, to
pociaga za soba, iz z konieczno$ci musi istnie¢ procedura decyzyjna. Oto, w jaki sposob
mozna to zrobi¢. Macie formalny jezyk ze skonczonym alfabetem i gramatyka. Hilbert
podkreslat, ze cala istota formalnego systemu aksjomatycznego jest to, iz musi by¢
mechaniczna procedura do sprawdzania czy rzekomy dowodd jest poprawny, czy nie, czy jest
on podporzadkowany regutom, czy nie. Jest to poglad, ze matematyczna prawda powinna by¢
obiektywna po to, aby kazdy mogt si¢ zgodzi¢ czy dowod wynika z regut, czy nie.

Jesli sprawa tak si¢ przedstawia, to przebiegacie wszystkie mozliwe dowody ustawione
w porzadku wedhug dlugosci. Nastgpnie, badacie wszystkie sekwencje symboli alfabetu o
dhugos$ci jednego, dwoch, trzech, czterech, tysiaca, tysiaca i jednego znaku...o dlugosci stu
tysigcy znakow. Stosujecie t¢ mechaniczng procedurg, ktora jest istota formalnego systemu
aksjomatycznego, aby sprawdzi¢ czy kazdy dowod jest poprawny. Oczywiscie przez
wigkszos¢ czasu to begdzie nonsens, to bedzie niegramatyczne. Ale ostatecznie znajdziecie
kazdy mozliwy dowdd. Jest to tak, jakby milion matp pisalo na maszynach. Znajdziecie kazdy
mozliwy dowod, ale oczywiscie tylko w zasadzie. Albowiem ta liczba ro$nie wyktadniczo 1
jest to co$, czego nie moglibyscie wykona¢ w rzeczywistosci. Nigdy nie dotarlibyscie do
dowodow, ktore sa na jedna strong dtugie.

A zatem tylko w zasadzie mogliby$cie przebiec wszystkie mozliwe dowody
sprawdzajac, ktore sa poprawne, zobaczy¢ czego one dowodza i w ten sposob systematycznie
znalez¢ wszystkie twierdzenia. Innymi stowy, istnieje algorytm, czyli mechaniczna procedura
do generowania jednego po drugim kazdego twierdzenia, ktore moze by¢ dowiedzione w
formalnym systemie aksjomatycznym. Jesli dla kazdego sensownego wyrazenia wewnatrz
tego systemu, albo to wyrazenie jest twierdzeniem, albo zaprzeczenie tego wyrazenia jest
twierdzeniem, tylko jedno z nich, to w takim razie macie procedurg¢ decyzyjna. Aby
sprawdzi¢, czy dane wyrazenie jest twierdzeniem czy nie po prostu przebiegacie wszystkie
mozliwe dowody, az =znajdziecie wyrazenie pojawiajace si¢ jako twierdzenie lub
udowadniacie przeciwne wyrazenie.

Zatem, wydaje si¢, ze Hilbert w rzeczywisto$ci wierzyt, ze rozwiaze raz i na zawsze
wszystkie matematyczne problemy. To brzmi zdumiewajaco, ale on najwyrazniej w to
wierzyl. Wierzyl, ze bedzie w stanie ustanowi¢ niesprzeczny i zupelny formalny system
aksjomatyczny dla 1 uzyska z niego procedur¢ decyzyjna dla calej matematyki. To jest
wlasnie podazanie za formalna, aksjomatyczna tradycja w matematyce.

Ale jestem pewien, ze nie sadzit on, iz bgdzie to praktyczna procedura decyzyjna. Ta,
ktora przedstawilem w zarysie dzialalaby tylko w zasadzie. Jest wyktadniczo powolna,
strasznie powolna! Catkowicie niepraktyczna. Albowiem zalozenie bylo takie, Zze gdyby
wszyscy matematycy mogliby si¢ zgodzi¢ czy dowdd jest poprawny a system niesprzeczny i
zupely, to w zasadzie uzyskaliby procedur¢ decyzyjna do automatycznego rozwiazywania
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kazdego problemu matematycznego. To byto wspaniate marzenie Hilberta, ktore miato by¢
ukoronowaniem tradycji Euklidesa i Leibniza, Boole’a i Peano oraz Russella i Whiteheada.

Oczywiscie jedynym problemem tego inspirujacego projektu jest to, ze okazat si¢
niemozliwy do realizacji.

2. Godel, Turing i metoda przekatniowa Cantora

Hilbert jest rzeczywiscie inspirujacy. Jego stawny wyktad z 1900 roku jest wezwaniem do
uzbrojenia matematykow w celu rozwiazania listy dwudziestu trzech trudnych problemow.
Jako mlodzi ludzie stajacy si¢ matematykami czytaliscie list¢ dwudziestu trzech problemow
gdzie Hilbert méwi, ze nie ma zadnych ograniczen w tym, co matematycy moga robic.
Mozemy rozwiaza¢ problem, jesli jestesmy dos$¢ bystrzy i1 pracujemy nad nim dos$¢ diugo.
Hilbert nie wierzyt, ze w zasadzie jest jaka$ granica tego, co matematycy moga osiagnac.

Uwazam, ze jest to bardzo inspirujace. John von Neumann tez tak uwazat. Kiedy byt
mlodym czlowiekiem probowat przeprowadzi¢ do konca ambitny program Hilberta.
Poniewaz Hilbert nie mogt doczekac si¢ kiedy to wszystko bedzie dziala¢ i zaczat od
elementarnej teorii liczb, 1, 2, 3, 4, 5,... nawet nie od liczb rzeczywistych.

Nastepnie, w 1931 roku, ku wielkiemu zdziwieniu wszystkich (wliczajac von

Neumanna) Godel udowodnit, iz jest to niemozliwe, Zze to nie moze by¢ wykonane, jak
zapewne wszyscy o tym wiecie.

Godel 1931

Bylo to przeciwienstwo tego, czego wszyscy wczesnie] oczekiwali. Von Neumann
powiedzial, ze nigdy nie przyszto mu do glowy, ze program Hilberta nie moze by¢
przeprowadzony.

Von Neumann ogromnie podziwiat Godla 1 pomogt mu uzyska¢ stata pracg w Institute for
Advanced Studies.

Godel udowodnil co nastgpuje. Przypusémy, ze mamy formalny system
aksjomatyczny zawierajacy elementarna teori¢ liczb, 1, 2, 3, 4, 5,... oraz dodawanie i
mnozenie. Nastgpnie zatd6zmy, Ze jest on niesprzeczny, co jest minimalnym wymaganiem.
Jesli mozecie udowodni¢ fatszywe wyniki to jest naprawde dos¢ zle. Godel udowodnit, ze
jesli zatozycie, iz system jest niesprzeczny, to woéwczas mozecie udowodnié, ze jest
niezupeiny. To byl wynik Gddla, a dowdd jest bardzo zmyslny i zawiera samo-odniesienie.
Godel byl w stanie skonstruowac stwierdzenie dotyczace liczb catkowitych, ktore mowi samo
o sobie, ze jest niedowodliwe. To byl ogromny szok. Godel musiat by¢ podziwiany za swoja
intelektualna wyobrazni¢ poniewaz wszyscy inni sadzili, ze to Hilbert miat racje.

Niemniej jednak uwazam,ze podejscie Turinga z 1936 roku jest lepsze.

Godel 1931
Turing 1936

Dowod Godla z 1931 roku jest bardzo pomystowy, to prawdziwy four de force. Muszg
wyznaé, ze kiedy bylem dzieciakiem probowalem zrozumie¢ ten dowod, mogltem go czytac i
podaza¢ krok za krokiem, ale jako$ nigdy nie czulem, ze go pojmuj¢. Natomiast Turing ma
zupelie odmienne podejscie.

Uwazam, ze podej$cie Turinga jest, uczciwie moéwiac, w pewien sposob bardziej
podstawowe. Faktycznie, Turing dokonat wigcej niz Gddel. Turing nie tylko uzyskat jako
wniosek wynik Godla, ale udowodnil, Ze nie moze istnie¢ Zadna procedura decyzyjna.
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Zauwazcie- jesli zatozycie, ze macie formalny system aksjomatyczny dla arytmetyki 1
jest on niesprzeczny, to z twierdzenia Gddla wiadomo, Ze nie moze by¢ zupetny ale nadal
moze jeszcze istnieje procedura decyzyjna. Nadal by¢ moze istnieje mechaniczna procedura,
ktéra umozliwilaby rozstrzygnigcie, czy dane wyrazenie jest prawdziwe, czy nie. Ta kwestia
zostala pozostawiona otwarta przez Godla, ale Turing ja rozstrzygnat. Ten fakt, ze nie jest
mozliwe istnienie procedury decyzyjnej jest bardziej fundamentalny i otrzymujecie
niezupetnos¢ jako oczywisty wniosek.

W jaki sposob zrobit to Turing? Cheg wam opowiedzie¢ jak to zrobit, poniewaz jest to
»trampolina” dla mojej wlasnej pracy. Sposob, w jaki to przeprowadzil, jestem pewien, ze
wszyscy o tym styszeli§cie, ma co$ wspdlnego z tak zwanym problemem zakonczenia pracy.
Faktycznie, jesli wrdcicie do rozprawy naukowej Turinga z 1936 roku to nie znajdziecie w
niej terminu ,,problem zakonczenia pracy”. Ale z pewnoscig ta idea tam jest.

Ludzie zapomnieli réwniez, ze Turing méwil o ,liczbach obliczalnych”. Tytut jego
pracy jest nastgpujacy ,,On computable numbers with an application to the
Entscheidungsproblem.” Kazdy pamigta, ze problem zakonczenia pracy jest nierozstrzygalny
oraz, ze pochodzi z pracy wymienionej powyzej, ale niewielu ludzi pamigta, ze Turing mowit
takze o obliczalnych liczbach rzeczywistych. Moja praca dotyczy obliczalnych i dramatycznie
nieobliczalnych liczb rzeczywistych. A zatem chcialbym od§wiezy¢ wasza pamigé i
przypomnie¢, w jaki sposob idzie dowodzenie Turinga.

Dowodzenie Turinga jest naprawdg tym, co niszczy marzenie Hilberta i jest prostym
dowodzeniem. Jest to wtasnie metoda przekatniowa Cantora (dla tych z was, co wiedza co to
jest) zastosowana do obliczalnych liczb rzeczywistych. Jest to idea przedstawiona w duzym
skrocie, ale wystarczy, aby wykazac, ze marzenie Hilberta i ukoronowanie dwoch tysigey lat
tego, co matematycy sadzili o matematyce, jest blgdne. Zatem praca Turinga jest ogromnie
gleboka.

Jaki jest dowdd Turinga? Liczba rzeczywista, wiecie, 3, 1415926..., jej dtugos¢ jest
mierzona z arbitralng precyzja przy pomocy nieskonczonej ilosci cyfr. Turing powiedziat, ze
liczba rzeczywista obliczalna to taka, dla ktorej istnieje program komputerowy lub algorytm
do obliczania cyfr jedna po drugiej. Na przyklad, jest program dla « i sa tez algorytmy do
rozwigzywania roéwnan algebraicznych z liczbami catkowitymi jako wspolczynnikami.
Faktycznie, wigkszo$¢ liczb, ktére w rzeczywistosci znajdziecie w analizie to liczby
obliczalne. Niemniej jednak, jesli znacie teori¢ mnogosci, to wiadomo, ze sa one wyjatkami
poniewaz obliczalne liczby rzeczywiste sa przeliczalne, ale sa tez liczby rzeczywiste
nieprzeliczalne (nie musicie wiedzieé, co to znaczy). To jest istota pomystu Turinga.

Ten pomyst wyglada nastgpujaco. Sporzadzacie liste wszystkich mozliwych
programéw komputerowych. W tamtych czasach nie bylo zadnych programow
komputerowych i Turing musial wynalez¢ maszyng Turinga, co byto ogromnym krokiem
naprzod. Ale teraz po prostu wyobraZzcie sobie napisanie listy wszystkich mozliwych
programow komputerowych.

P1
| %)
P3
P4
pPs
Ps

Godel 1931
Turing 1936
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Jesli rozwazycie programy komputerowe w notacji binarnej, woéwczas jest naturalnym
mys$le¢ o programie komputerowym, jak o liczbie naturalnej. Obok kazdego programu
komputerowego- pierwszego, drugiego, trzeciego piszemy te liczbg rzeczywista, ktora on
oblicza, jesli oblicza liczbe rzeczywista (by¢ moze nie). Lecz je$li program drukuje
nieskonczong liczbg cyfr to zapisujemy je. Zatem by¢ moze jest to 3, 1415926 i oto macie
nastepna i nastepna i nastgpna.

p1 3,1415926...
3
P3
P4
pPs
Ps

Godel 1931
Turing 1936

W takim razie sporzadzamy te listg. By¢ moze niektore z programow nie drukuja
nieskonczonej serii cyfr poniewaz sa programami, ktoére zatrzymuja si¢ lub takimi, ktore
zawieraja wewngtrzny btad i eksploduja. Wowczas na liscie bedzie wiersz pusty.

p1 3.1415926...
p2 ...

p3 ...

p4 ...

ps

pe6 ---

Godel 1931
Turing 1936

To nie jest naprawde wazne---zapomnijmy o tej mozliwosci.
Idac w $lady Cantora, Turing mowi, aby zej$¢ w dot przekatnej i przyjrzeé si¢ pierwszej
cyfrze pierwszej liczby, drugiej cyfrze drugiej liczby, trzecie;...

p1 - di1 dio di3 dis dis dis ...
P2 - da1 daa dp3 dog dos dos ...
p3 -. d31 d3z ds3 d34 d3s dse ...
P4 -. da1 dap da3 dag das das ...

pPs
Pe - d61 d62 d63 d64 d65 d66

. #di1 #doo #d33 #das #dss #de ..

Godel 1931
Turing 1936

23



Co6z, wlasciwie sa to cyfry po przecinku utamka dziesigtnego. A zatem jest pierwsza
cyfra po przecinku pierwszej liczby, druga cyfra po przecinku drugiej liczby, trzecia cyfra
trzeciej liczby, czwarta cyfra czwartej liczby. Nie ma znaczenia czy piaty program drukuje
piata cyfre, to naprawdg nie ma znaczenia.

Potem wykonujecie rzecz nast¢pujaca- zmieniacie te cyfry. Sprawiacie, ze sa inne.
Zmieniacie kazda cyfr¢ na przekroju. Polaczmy te zmienione cyfry razem, tworzac w ten
sposob nowa liczbg¢ z przecinkiem z przodu, nowa liczbe rzeczywista. To jest metoda
przekatniowa Cantora. A zatem macie cyfrg, ktdra wybraliscie i ktéra od pierwszej cyfry
rozni si¢ pierwsza cyfra po przecinku od drugiej druga, od trzeciej trzecia i sktadacie te cyfry
razem w jedna liczbg.

p1 - di1 dio di3 dis dis dis ...
P2 - da1 daa dp3 dog dos dos ...
p3 -. d31 d3» d33 d34 d3s dse ...
P4 - da1 dap da3 dag das das ...

pPs
Pe - d61 d62 d63 d64 d65 d66

. #di1 #doo #ds3 #das #dss #de ..

Godel 1931
Turing 1936

Ta nowa liczba nie moze by¢ na liScie z powodu sposobu, w jaki zostata skonstruowana.
Dlatego jest to nieobliczalna liczba rzeczywista. W jaki sposob Turing przechodzi stad do
problemu zakonczenia pracy? Coz, zapytajcie samych siebie, dlaczego nie mozecie obliczy¢
tej liczby? Wythumaczylem wam w jaki sposob otrzymac te liczbe 1 wyglada na to, ze prawie
moglibyscie to zrobi¢. Aby obliczy¢ N-ta cyfrg tej liczby otrzymujecie N-ty program
komputerowy (z pewno$cia mozecie to zrobi¢), nast¢pnie uruchamiacie go dopoki nie
wydrukuje N-tej cyfry i w tym momencie zmieniacie ja. Zatem, w czym jest problem?
Wydaje sig to tatwe.

Problemem jest to, co sig stanie jesli N-ty program komputerowy nigdy nie wydrukuje
N-tej cyfry a wy bedziecie siedzie¢ tam czekajac? I to jest wlasnie problem zakonczenia
pracy. Nie mozecie rozstrzygnac¢ czy N-ty program komputerowy kiedykolwiek wydrukuje N-
ta cyfre! W ten sposéb Turing uzyskal nierozstrzygalno$¢ problemu zakonczenia pracy.
Poniewaz gdybyscie byli w stanie rozstrzygna¢ problem zakonczenia pracy, wowczas
moglibyscie rozstrzygnaé czy N-ty program komputerowy kiedykolwiek wydrukuje N-ta
cyfrg. Gdybyscie mogli to zrobi¢, woéwczas bylibyscie wlasciwie w stanie przeprowadzi¢
procedure przekatniowa Cantora i obliczy¢ liczbe rzeczywista, ktéra musi rézni¢ si¢ od
jakiejkolwiek obliczalnej liczby rzeczywistej. To jest oryginalne dowodzenie Turinga.

Dlaczego spowodowalo to obalenie marzenia Hilberta? Co Turing udowodnit?
Dowiédl, ze nie ma algorytmu, zadnej mechanicznej procedury, ktora rozstrzygataby czy N-
ty program komputerowy wygeneruje N-ta cyfre. Wobec tego niemozliwym jest aby istniat
algorytm, ktory rozstrzygalby czy dany program komputerowy kiedykolwiek zatrzyma sig
(znalezienie N-tej cyfry wygenerowanej przez N-ty program komputerowy jest szczegodlnym
przypadkiem). C6z, to czego pragnat Hilbert to formalny system aksjomatyczny, z ktorego
powinna wywodzi¢ si¢ cata matematyczna prawda i tylko prawda. Gdyby Hilbert mégt tego
dokona¢ to uzyskatlby mechaniczna procedur¢ do rozstrzygania czy dany program
komputerowy kiedykolwiek zatrzyma sig. Dlaczego?
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Przebiegacie przez wszystkie mozliwe dowody do momentu gdy, albo znajdziecie
dowdd, Ze program zatrzyma sig, albo znajdziecie dowod, ze program nigdy si¢ nie zatrzyma.
Gdyby marzenie Hilberta o skonczonym zbiorze aksjomatow, z ktorych cata matematyczna
prawda powinna by¢ wywiedziona byloby mozliwe, wowczas poprzez przebiegnigcie
wszystkich mozliwych dowodow 1 sprawdzenie, ktore z nich sa poprawne moglibyscie
rozstrzygnaé, ktory program komputerowy zatrzyma si¢. Mogliby$cie w zasadzie. Ale nie
mozecie z powodu bardzo prostego dowodu Turinga, ktory jest wlasciwie dowodem
przekatniowym Cantora, zastosowanym do liczb rzeczywistych obliczalnych. Jakie to jest
proste!

Dowod Godla jest pomystowy 1 trudny. Dowdd Turinga jest tak fundamentalny, tak
gleboki, ze wszystko wydaje sig naturalne i przekonywajace. Ale oczywiscie Turing korzystat
z pracy Godla.

3. Prawdopodobienstwo zakonczenia pracy i algorytmiczna losowos¢.

Mowitem wam o Turingu 1 rzeczywistych liczbach obliczalnych z tego powodu, ze
zamierzam zastosowa¢ inng procedurg aby skonstruowaé nieobliczalng liczbe rzeczywista,
duzo bardziej nieobliczalna niz to robi Turing.

p1-. dy1 di2 di3 dia dis dis ...
P2 -. da1 daz dp3 dog das dos ...
p3 -. d31 d32 d33 d34 d3s dss ...
P4 -. da1 dap daz dag das dss ...

ps
Pe - de1 dea de3 des des dee ...

. #dy1 #dan #ds3 #das #dss #des ...

Godel 1931
Turing 1936
liczby rzeczywiste nieobliczane

W ten sposob popadamy w duzo gorsze klopoty.

W jaki sposéb otrzymuje duzo bardziej nieobliczalng liczbe rzeczywista? (Bedg
musial wam powiedzie¢ jak nieobliczalng liczba jest.) Nie poprzez zastosowanie metody
przekatniowej. Liczbg, ktora nazywam Omega, otrzymuj¢ w nastgpujacy sposob:

— -Ip/
Q= Zp halts2 P

Jest to wlasnie prawdopodobienstwo zakonczenia pracy. Jest to rodzaj matematycznego
kalamburu. Zasadniczy wynik Turinga jest taki, ze problem zakonczenia pracy jest
nierozwiazywalny. Nie ma zadnego algorytmu, ktéry rozstrzygalby problem zakonczenia
pracy. Moim gldéwnym wynikiem jest to, ze problem zakonczenia pracy jest algorytmicznie
nieredukowalny lub algorytmicznie losowy.

Czym doktadnie jest prawdopodobienstwo zakofczenia pracy? Ponizej napisatem dla
niego wyrazenie:

Q= z:p halts 2-/p/

Zamiast przegladania pojedynczych programdéw i pytania czy one zatrzymajq si¢ wkladacie
wszystkie programy komputerowe razem do worka. Jesli generujecie program komputerowy
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W sposob losowy poprzez rzucanie niezafalszowana moneta dla uzyskania kazdego bitu
programu, to jakie jest prawdopodobienstwo, ze program zatrzyma si¢? Rozwazacie
programy, jako ciagi bitdw 1 generujecie kazdy bit przez niezalezny rzut moneta. Zatem, jesli
program jest N-bitow diugi, to prawdopodobienstwo, ze otrzymacie ten konkretny program
wynosi 2. Jakikolwiek program p, ktory zatrzymuje sie wnosi 2Pl dwa do minus jego
wielkosci w bitach, liczba bitow, jaka zawiera do tego prawdopodobienstwa zakonczenia
pracy.

Nawiasem moéwiac, jest szczegot techniczny, ktory jest bardzo wazny a nie dziatal we
wczesniejszej wersji algorytmicznej teorii informacji. Nie moglibyscie napisa¢ w ten sposob:

— -Ip/
Q= Zp halts 27P

To daloby nieskonczono$¢é. Techniczny szczegot jest taki, ze zadne rozszerzenie
prawidtowego programu nie jest prawidtlowym programem. Zatem ta suma:

-Ip/
z:p halts 2 P

jest pomigdzy zerem i jedynka. W przeciwnym razie okazataby si¢ nieskonczono$cia. Zabrato
mi to tylko dziesig¢ lat dopdki, nie zrobitem tego jak nalezy. Pierwotna wersja algorytmicznej
teorii informacji z lat sze§¢dziesiatych jest blgdna. Jednym z powodow tego jest to, Ze nie
mozecie nawet zdefiniowac tej liczby.

— -Ip/
Q= Zp halts 27P

W 1974 roku ponownie przeformulowatem algorytmiczna teori¢ informacji z ,,samo-
ograniczajacymi” programami i odkrytem prawdopodobienstwo zakonczenia pracy Q.
Dobrze- zatem jest to prawdopodobienstwo pomigdzy zerem a jedynka

0<Q= Zp halts 2—/p/ <1

jak wszystkie prawdopodobienstwa. Pomyst jest taki, ze generujecie kazdy bit programu
przez rzucanie moneta i pytacie, jakie jest prawdopodobienstwo, ze program zatrzyma sig.
Ten numer Q, prawdopodobienstwo zakonczenia pracy jest nie tylko liczba rzeczywista
nieobliczalna. Juz Turing wiedzial jak to zrobi¢. Ta liczba jest nieobliczalna w najgorszy z
mozliwych sposobdw.

Pozwolcie mi podac¢ kilka wskazoéwek jak nieobliczalna liczba jest Q.

A zatem, pierwsza rzecza jest to, ze Q jest algorytmicznie niekompresowalna. Jesli
chcecie uzyska¢ pierwsze N-bitow Omegi z programu komputerowego, jesli chcecie, zeby
program komputerowy wydrukowat wam pierwsze N-bitow Omegi i nast¢pnie zatrzymat sig,
to program komputerowy musi by¢ N-bitow diugi. Zasadniczo drukujecie tylko wielkosci
state, ktore zawiera program. Nie mozecie upakowac pierwszych N-bitéw Omegi. To

0<Q=3, 2™ <1
jest liczba rzeczywista, moglibyscie napisa¢ ja w rozwinigciu binarnym. Ale jesli chcecie
wyciagnaé pierwsze N-bitow z programu komputerowego to wlasciwie musicie je tam

wprowadzi¢. Program musi by¢ N-bitéw dhugi. Jest to nieredukowalna matematyczna
informacja. Nie istnieje bardziej zwigzty opis.

26



W tej chwili mowimy w sposob skrotowy o tych sprawach. Pozwolcie da¢ mi wigeej
konkretnych przyktadow jak losowa jest Omega. Emile Borel na poczatku tego wieku byt
jednym z zatozycieli teorii prawdopodobienstwa.

0<Q=%, 2™ <1
Emile Borel

Pytanie: Czy mogg zada¢ bardzo proste pytanie zanim bedzie pan kontynuowat?

Odpowiedz: Pewnie.

Pytanie: Nie rozumiem, dlaczego Q powinna by¢ prawdopodobienstwem. Co si¢ stanie, jesli
oba jedno-bitowe programy zatrzymaja si¢? Mam na mysli co si¢ stanie, jesli jeden i drugi
jedno-bitowy program zatrzyma si¢ a nast¢pnie niektdre inne programy zatrzymaja si¢. Zatem
Omega wynosi wigcej niz jeden i nie jest prawdopodobienstwem.

Odpowiedz: Mowilem, ze zadne rozszerzenie prawidlowego programu nie jest prawidlowym
programem.

Pytanie: W porzadku. Zaden inny program nie moze si¢ zatrzymac.

Odpowiedz: Te dwa jedno-bitowe programy bylyby wszystkimi programami, jakie tam si¢
znajduja. To jest powdd, dla ktorego ta liczba

0<Q=3,ns2” <1
nie moze by¢ zdefiniowana, jesli my$lisz o programach w normalny sposob...

A zatem, oto mamy Emila Borela, ktory moéwi o czyms, co nazywat liczba normalna.

0<Q=3,nus2™ <1
Emile Borel---liczby rzeczywiste normalne

Co to jest liczba rzeczywista normalna? Ludzie obliczyli @ do miliardowego miejsca po
przecinku, by¢ moze do dwoch miliardow. Jednym z powodow robienia tego, poza tym, ze
jest to jak wspinaczka w gorach i ustanawianie rekordu $wiata, jest pytanie czy kazda cyfra
wystgpuje ta sama ilo$¢ razy. Wyglada na to, ze cyfry od 0 do 9 wystgpuja z 10%
czestotliwoscia w rozwinigciu dziesigtnym m. To wyglada w ten sposob, ale nikt nie moze
tego udowodni¢. Uwazam, Ze to samo dotyczy V2, chociaz nie jest to tak popularna liczba,
zeby o nig pytac.

Pozwolcie mi przedstawi¢ czg$¢ pracy, ktora wykonat Borel pod koniec wieku torujac
droge nowoczesnej teorii prawdopodobienstwa. Wybierzcie liczbg rzeczywista w przedziale
jednostkowym, liczbe¢ rzeczywista z przecinkiem z przodu, bez zadnej czeSci liczby
catkowitej.

Jesli wybierzecie liczbg rzeczywista w przedziale jednostkowym, to Borel udowodnit, Zze z
prawdopodobienstwem wynoszacym jeden liczba ta bedzie ,,normalna”. Normalna znaczy, ze
kiedy piszecie ja w rozwinigciu dziesi¢tnym to kazda cyfra wystapi w granicy doktadnie 10%
czestotliwosci w danym okresie czasu. Podobnie bedzie w kazdej innej podstawie systemu
liczenia. Na przyklad w systemie binarnym 0 i 1 wystapia w granicy doktadnie 50%
czestotliwosci. Podobnie z blokiem cyfr. Borel nazwal to absolutnie normalna liczba
rzeczywista 1 udowodnil z prawdopodobienstwem wynoszacym jeden, ze jesli wybierzecie
liczbe rzeczywista w sposob losowy pomigdzy jeden i zero to bedzie ona posiadac t¢ sama
wlasciwos$¢. Jest tylko jeden problem. Borel nie wiedziat czy = jest liczba normalna, nie
wiedziat czy \2 jest liczba normalna.

W rzeczywistos$ci, nie mogt wskaza¢ zadnego przyktadu normalnej liczby rzeczywiste;.
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Pierwszy przyktad takiej liczby zostat odkryty przez przyjaciela Alana Turinga z
Cambridge Davida Champernowne’a, ktory nadal Zzyje i jest dobrze znanym ekonomista.
Turing byl pod jego wrazeniem. Sadzeg, ze nazywal go ,,Champ”, poniewaz Champ
opublikowal to wczesniej w pracy naukowej jako student. Pozwdlcie mi przedstawi¢ wam
liczbe Champernowne’a.

0<Q=Y,ms2 V<1
Emile Borel ---liczby rzeczywiste normalne

Champernowne
.01234567891011121314...99100101...

To idzie w ten sposob. Zapisujecie przecinek i nastgpnie piszecie 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9, nastgpnie 10, 11, 12, 13, 14 az do 99, nastepnie 100, 101. Kontynuujecie dalej w ten
zabawny sposob. To si¢ nazywa liczba Champernowne’a i Champernowne udowodnit, ze jest
to liczba normalna w systemie dziesigtnym, tylko w systemie dziesi¢tnym. Nikt nie wie, czy
jest to liczba normalna w innych systemach. Mysle, ze jest to wciaz otwarty problem. Chociaz
w systemie dziesi¢tnym nie tylko cyfry od 0 do 9 begda wystgpowac z 10% czgstotliwoscia.
Kazdy mozliwy blok dwdch cyfr bedzie wystepowac doktadnie z 1% czgstotliwoscia a kazdy
blok trzech cyfr bgdzie wystgpowaé doktadnie z 1% czgstotliwoscia etc.
To nazywa si¢ byciem normalnym w systemie dziesigtnym. Ale nikt nie wie, co si¢ dzieje w
innych systemach.

Powdd, dla ktorego o moéwie o tym wszystkim jest taki, iz to wynika z faktu, ze
prawdopodobienstwo zakonczenia pracy Q jest algorytmicznie nieredukowalng informacja, ze
ta liczba

0<Q=Y,ns 2 V<1

jest normalna w kazdym systemie. Latwo mozna tego dowies¢, korzystajac z pojec
dotyczacych kodowania 1 kompresji informacji, ktéra sigga wstecz do Shannona. Zatem
mamy w koncu przyktad catkowicie normalnej liczby. Nie wiem, co sadzicie na temat tego
jak naturalna jest ta liczba, ale jest ona $cisle okreslong liczba rzeczywista, ktora pojawia sig i
jest tez normalna w najbardziej pozadanym znaczeniu, jakie Borelowi mogto przyjs¢ do
gltowy. Liczba Champernowne’a zupelinie nie mogtaby tego wykonac.

Liczba Q jest faktycznie losowa w wielu innych znaczeniach. Powiedzialbym to w ten
sposob. Nie moze rozni¢ si¢ od wyniku niezaleznych rzutéw niezafatszowana moneta.
Faktycznie ta liczba

0<Q=Y)ns2 <1

ukazuje, ze macie catkowita losowo$¢, chaos 1 nieprzewidywalno$¢ oraz brak struktury w
czystej matematyce! W ten sam sposéb, jak Turing postugujac si¢ metoda przekatniowa
Cantora zniszczyt marzenia Hilberta, tak tez zapiszcie tylko to wyrazenie

0<Q=Ypns2 V<1

a wykaze ono, ze sa obszary czystej matematyki gdzie dowodzenie jest calkowicie
bezuzyteczne! To jest wlasnie prawdopodobienstwo zakonczenia pracy.

Dlaczego to méwig? Coz, powiedzmy, ze chcecie zastosowaé aksjomaty, aby dowies¢,
jakie sa bity liczby Q. Juz wam moéwitem, Ze jest ona nieobliczalna---prawda?---jak liczba,
ktora skonstruowat Turing korzystajac z metody przekatniowej Cantora. Zatem wiemy, ze nie
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ma algorytmu, ktéry obliczy cyfre po cyfrze lub bit po bicie liczbe Q. Jednak sprébujmy
dowies¢, jakie sa pojedyncze bity Omegi uzywajac formalnego systemu aksjomatycznego. Co
si¢ dzieje?

Sytuacja jest bardzo, bardzo zla. To wyglada tak. Przypusémy, ze macie formalny
system aksjomatyczny, ktory jest N-bitowym systemem aksjomatycznym. (Wytlumacze
p6zniej, co to doktadnie znaczy). Okazuje sig, ze w formalnym systemie aksjomatycznym o
ztozonosci N, to jest o N-bitowej wielkosci mozecie udowodni¢ jakie jest potozenie 1 warto$¢
co najmniej N + ¢ bitow Q.

Co mam na mysli mowiac o N-bitowym formalnym systemie aksjomatycznym? Coéz,

pamigtacie, ze istota formalnego systemu aksjomatycznego jest mechaniczna procedura
stuzaca do sprawdzania czy dowod formalny wynika z regut czy nie. Jest to program
komputerowy.
Oczywiscie w czasach Hilberta nie bylo zadnych programoéw komputerowych ale Turing
wynalazt maszyny Turinga, za pomoca ktorych moglibyS$cie ostatecznie sprecyzowac
doktadnie pojecie programu komputerowego i na pewno obecnie jesteSmy z tym dobrze
obeznani.

Zatem algorytm sprawdzajacy poprawnos$¢ dowodu bedacy istota formalnego systemu
aksjomatycznego, w sensie Hilberta jest programem komputerowym i wtasnie widzimy jak
wiele bitow posiada ten program.’' Istotnym jest jak wiele bitbw on potrzebuje, aby
wyszczegblni¢ reguly gry, postulaty, aksjomaty i reguty wynikania. Jesli jest to wyrazone w
bitach to by¢ moze bedziecie w stanie udowodnié, powiedzmy, ze pierwszym bitem Q w
rozwinigciu binarnym jest 0, drugim bitem jest 1, trzecim bitem jest 0 a nastgpnie moze by¢
przerwa i by¢ moze bgdziecie w stanie udowodni¢, ze tysigcznym bitem jest 1. Lecz bedziecie
mogli rozstrzygna¢ tylko N przypadkéw, jesli wasz formalny system aksjomatyczny jest N
-bitowym formalnym systemem aksjomatycznym.

Pozwoélcie mi lepiej wyttumaczy¢, co mam na mysli. To znaczy, ze mozecie tylko tyle
wyciagnaé, ile wprowadziliscie. Jesli chcecie udowodni¢, czy poszczegdlny bit na
okreslonym miejscu w rozwinigciu binarnym liczby Q jest 0, czy 1, to w gruncie rzeczy
jedynym sposobem, aby to udowodni¢ jest przyjecie tego jako hipotezy, jako aksjomatu, jako
postulatu. Jest to nieredukowalna matematyczna informacja. To kluczowe okreslenie
naprawde oddaje cala ideg.

Nieredukowalna matematyczna informacja
0<Q=Y ns2 <1
Emile Borel --- liczby rzeczywiste normalne
Champernowne
.01234567891011121314...99100101...

Dobrze, co zatem mamy? To raczej prosty matematyczny obiekt, ktory kompletnie
nam si¢ wymyka. Bity Omegi nie maja zadnej struktury. Nie ma zadnego wzorca, nie istnieje
zadna struktura, ktéra my jako matematycy mozemy pojac. Jesli jestescie zainteresowani
udowodnieniem jakie sa pojedyncze bity tej liczby na okreslonym miejscu, czy to sa 0 czy 1,
to dowodzenie jest kompletnie bezuzyteczne. Jest niestosowne i prowadzi donikad.

Jak powiedziatem wczesniej, jedynym sposobem, aby z formalnego systemu
aksjomatycznego uzyska¢ te wyniki jest w gruncie rzeczy przyjecie ich jako zatozen, co
znaczy, ze nie stosujecie dowodzenia. Ostatecznie, cokolwiek moze by¢ dowiedzione poprzez
przyjecie tego jako postulat, ktéry dodajecie do waszego zbioru aksjomatéw. Zatem jest to
najgorszy mozliwy przypadek. To jest nieredukowalna matematyczna informacja. Oto jest

! Uwaga techniczna: w rzeczywistoci najlepiej jest rozwaza¢ ztozonoé¢ formalnego systemu aksjomatycznego
jako rozmiar wyrazony w bitach tego programu komputerowego, ktory wylicza zbior wszystkich twierdzen.
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przypadek, gdzie nie ma zadnej struktury, nie ma zadnych korelacji, nie istnieje zaden
wzorzec, ktory mogliby$Smy dostrzec.

4. Losowos¢ w arytmetyce.

W porzadku, ale co to ma wspdlnego z losowoscia w matematyce? Teraz wracamy do Godla.

Turing méwi, Ze nie mozecie poshuzy¢ si¢ dowodem, aby rozstrzygnaé czy program
si¢ zatrzyma. Nie mozecie zawsze dowiesC, czy program zatrzyma si¢, czy nie. W ten sposob
Turing niszczy marzenia Hilberta o uniwersalnej matematyce. Wpakuj¢ nas w jeszcze
wigksze klopoty poprzez badanie innego rodzaju zagadnienia, mianowicie, czy potraficie
udowodni¢, ze piatym bitem tej szczeg6lnej liczby rzeczywistej

0<Q=Y)ns2 <1

jest 0, czy 1, lub czy 6smym bitem jest 0, czy 1? Sa to dziwnie wygladajace zagadnienia.

Kto kiedykolwiek styszal o problemie zakonczenia pracy w 1936 roku? Nie sa to tego rodzaju
rzeczy o ktore normalnie martwia si¢ matematycy. Popadamy w klopoty, ale z zagadnieniem
raczej w duzym stopniu oddalonym od normalnej matematyki.

Chociaz nie mozecie mie¢ formalnego systemu aksjomatycznego, ktory moze zawsze
udowodni¢, czy program zatrzyma si¢ czy nie, to mogtby by¢ dobry do wszystkiego innego, a
zatem moglibyScie mie¢ ulepszona wersje¢ marzenia Hilberta. 1 tak samo =z
prawdopodobienstwem zakonczenia pracy €. Jesli problem zakonczenia pracy wyglada
trochg dziwacznie, a z pewnoscia wygladat tak w 1936 roku, to c6z, QQ jest nowa odmiana i z
pewnoscia tez wyglada dziwacznie.

Kto kiedykolwiek styszat o prawdopodobienstwie zakonczenia pracy? To nie jest ten rodzaj
rzeczy, ktorym matematycy normalnie si¢ zajmuja. Wigc dlaczego przejmujg sig¢ tymi
wszystkimi wynikami niezupetnosci?

Co6z, Godel wiasnie stanat przed tym problemem ze swoim stwierdzeniem, ktore jest
prawdziwe, lecz niedowodliwe. Jest to stwierdzenie, ktére méwi samo o sobie, ze jest
niedowodliwe. Taki rodzaj rzeczy réwniez nie pojawia si¢ w prawdziwej matematyce.
Jednym z kluczowych elementéw w dowodzie Godla jest to, ze udato mu si¢ skonstruowac
arytmetyczne stwierdzenie, ktore mowi samo o sobie, ze jest niedowodliwe. Otrzymano owo
stwierdzenie, ktore odwotuje si¢ samo do siebie w elementarnej teorii liczb, co wymagato tak
duzo pomystowosci.

Byto duzo prac opierajacych si¢ na pracy Godla, wykazujacej, ze problemy dotyczace
obliczen sa rownowazne arytmetycznym problemom dotyczacym liczb catkowitych. Kilka
nazwisk przychodzi mi do gtowy. Julia Robinson, Hilary Putnam i Martin Davis wykonali
trochg waznej pracy a nastgpnie kluczowy wynik zostat znaleziony w 1970 roku przez Jurija
Matjasewicza. Skonstruowat on réwnanie diofantyczne, ktore jest algebraicznym réwnaniem
dotyczacym tylko liczb catkowitych z wieloma zmiennymi. Jedna ze zmiennych, K, jest
wyrozniona jako parametr. Jest to rownanie wielomianowe z catkowitymi wspotczynnikami i
wszystkie niewiadome musza by¢ liczbami catkowitymi---jest to rownanie diofantyczne. Jak
mowitem, jedna z niewiadomych jest parametr. ROwnanie Matjasewicza ma rozwiazanie dla
poszczegolnej wartos$ci parametru K wtedy i tylko wtedy, gdy K-ty program komputerowy
zatrzyma sig.

W 1900 roku Hilbert pytat o algorytm, ktory rozstrzygnie czy dane rownanie
diofantyczne, réwnanie algebraiczne zawierajace tylko liczby catkowite, ma rozwigzanie. To
byt dziesiaty problem Hilberta. Dziesiaty na jego stynnej li§cie dwudziestu trzech problemow.
To, czego dowiodt Matjasewicz w 1970 roku jest rOownowazne rozstrzygnigciu czy wybrany
losowo program komputerowy zatrzyma si¢. Zatem Turinga problem zakonczenia pracy jest
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wlasnie tak trudny jak dziesiaty problem Hilberta. Jest doktadnie tak trudno ustali¢ czy
losowo wybrany program komputerowy zatrzyma sig, jak rozstrzygnac czy losowo wybrane
roOwnanie algebraiczne zawierajace liczby catkowite ma rozwiazanie. Dlatego nie istnieje
algorytm umozliwiajacy wykonanie takiej operacji i dziesiaty problem Hilberta nie moze by¢
rozwiazany. Taki byt wynik Matjasewicza z 1970 roku.

Matjasewicz kontynuowat badania w tej dziedzinie. W szczegdlnosci jest fragment
pracy, ktora wykonywat we wspotpracy z Jamesem Jonesem w 1984 roku. Mogg postuzy¢ si¢
nia, aby podaza¢ $ladami Godla. Zobaczcie, wykazalem, Ze istnieje calkowita losowos¢, ze
nie ma zadnego wzoru, zadnej struktury oraz ze dowodzenie jest calkowicie bezuzyteczne
jesli jestescie zainteresowani poszczegdlnymi bitami tej liczby.

0<Q=Ypns2 V<1

Podazajac za Godlem przeksztalémy to na co$ w elementarnej teorii liczb. Albowiem,
jesli  popadniecie w klopoty w elementarnej teorii liczb, ktora stanowi podstawe, to jest
problem. Elementarna teoria liczb, 1, 2, 3, 4, 5..., dodawanie i mnozenie sigga wstecz do
starozytnych Grekoéw 1 jest najbardziej solidna czgécia catej matematyki. W teorii zbioréw
zajmujecie si¢ dziwnymi obiektami takimi jak duze liczby kardynalne, a tutaj nawet nie
zajmujecie si¢ pochodnymi, catkami, czy podzielnikiem, ale tylko liczbami catkowitymi.
Korzystajac z wynikéw Matjasewicza 1 Jonesa z 1984 roku, moge faktycznie nada¢ Omedze
znaczenie arytmetyczne i uzyska¢ losowo$¢ w elementarne;j teorii liczb.

To, co mam tutaj to wyktadnicze rownanie diofantyczne z parametrem. ,, Wyktadnicze
réwnanie diofantyczne” znaczy po prostu, ze dajecie zmienne w wyktadnikach. Dla
poréwnania- Matjasewicz, aby udowodni¢, ze dziesiaty problem Hilberta jest
nierozwiazywalny zastosowal wlasnie wielomianowe réwnanie wyktadnicze, co znaczy, ze
wykladniki poteg sa zawsze stalymi liczbami naturalnymi. Ja musialem uwzgledni¢ X'
Jeszcze nie wiadomo, czy rzeczywiscie musiatem to zrobi¢. To mogt by¢ przypadek, ze datem
sobie rad¢ z wyktadniczym réwnaniem diofantycznym. Jest to otwarte pytanie. Sadze, ze
jeszcze nie zostato rozstrzygnigte. Ale na chwilg obecna to, co mam to wyktadnicze rownanie
diofantyczne z siedemnastoma tysigcami zmiennych. To rownanie ma obj¢tos¢ dwustu stron i
ponadto jedna zmienna, ktdra jest parametr.

To réwnanie, gdzie kazda stata jest liczba calkowita, liczba naturalna 1 wszystkie te
zmienne réwniez sa liczbami naturalnymi tj. liczbami catkowitymi dodatnimi (wlasciwie nie-
ujemnymi liczbami catkowitymi). Jedna z tych zmiennych jest parametr, zmieniacie jego
warto$¢ biorac kolejno 1, 2, 3, 4, 5.... Nastgpnie pytacie, czy rOwnanie ma skonczona, czy
nieskonczona liczb¢ rozwigzan. Moje roOwnanie jest skonstruowane w ten sposob, ze ma
skofczong liczbg rozwiazan, jesli poszczegdlnym pojedynczym bitem Omegi jest 0 i ma
nieskonczong liczbe rozwiazan, jesli tym bitem jest 1. Rozstrzygajac, czy moje wyktadnicze
réwnanie diofantyczne w kazdym indywidualnym przypadku ma skonczona czy
nieskonczona liczbe rozwiazan, jest doktadnie tym samym co wyznaczanie pojedynczego bitu
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prawdopodobienstwa zakonczenia pracy. Jest to catkowicie niemozliwe poniewaz Omega
jest nieredukowalng matematyczng informacja.

Pozwolcie mi podkresli¢ rdznicg migdzy ta praca a praca Matjasewicza nad dziesiatym
problemem Hilberta. Matjasewicz udowodnil, zZe istnieje wielomianowe rdwnanie
diofantyczne z parametrem posiadajacym nastgpujace wilasciwosci: zmieniacie parametr i
pytacie czy rownanie ma rozwigzanie. Okazuje sig, ze jest to rownowazne Turinga
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problemowi zakonczenia pracy i dlatego wymyka si¢ potedze matematycznego dowodzenia,
formalnego aksjomatycznego dowodzenia.

Czym to si¢ rézni od tego, czym ja si¢ zajmuje? Stosuj¢ wyktadnicze rownanie
diofantyczne, co znaczy, ze uwzgledniam zmienne w wykladnikach. Matjasewicz uwzgle¢dnia
tylko state wyktadniki. Wielka réznica jest w tym, ze Hilbert pytat o algorytm pozwalajacy
rozstrzygnaé czy rownanie diofantyczne ma rozwiazanie. Pytanie, ktore ja muszg postawic,
aby uzyska¢ losowo$¢ w elementarnej teorii liczb, w arytmetyce liczb naturalnych jest
odrobing wyrafinowane. Zamiast pyta¢ czy istnieje rozwigzanie ja pytam, czy jest skonczona
czy nieskonczona liczba rozwigzan.

To bardziej abstrakcyjne pytanie. Ta rdznica jest istotna.

Moje dwustustronicowe rownanie jest skonstruowane tak, aby miato skonczona lub
nieskonczona liczb¢ rozwigzan w zalezno$ci od tego, czy poszczegdlnym bitem
prawdopodobienstwa zatrzymania si¢ jest 0 czy 1. Podczas zmiany parametru otrzymujecie
kazdy pojedynczy bit Omegi. Rownanie Matjasewicza jest tak skonstruowane, aby posiadato
rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy poszczegdlny program kiedykolwiek zatrzyma sig.
Podczas gdy zmieniacie parametr uzyskujecie kazdy poszczegdlny program komputerowy.

A zatem nawet w arytmetyce mozecie znalez¢ absolutny brak struktury Omegi,
Omega jest losowa 1 jest nieredukowalna matematyczng informacja. Dowodzenie jest
zupelie bezsilne w tych obszarach arytmetyki. Moje rdwnanie ukazuje, ze tak jest. Jak
powiedziatem wczedniej, aby uzyskaé to roOwnanie korzystatem z pomystow Godla, ktore
mialy poczatek w oryginalnej pracy naukowej z 1931 roku. Ale to prace naukowe Jonesa i
Matjasewicza z 1984 roku daly mi ostatecznie narzgdzie, ktdrego potrzebowaltem.

Wigc dlatego mowig, ze jest losowos¢ w elementarnej teorii liczb, w arytmetyce liczb
naturalnych. Jest to kamienny mur nie do przebicia, jest to najgorszy przypadek.

Od Gdodla wiedzielismy, ze nie mozemy mie¢ formalnego systemu aksjomatycznego, ktory
bylby zupelny. Wiedzielismy, ze mamy klopoty i Turing udowodnit nam jak zasadnicze sa,
ale Omega jest ekstremalnym przypadkiem, gdzie dowodzenie zawodzi catkowicie.

Nie bede wchodzil w szczegdly, ale pozwolcie mi powiedzie¢ w ogoélnikowych
informatyczno-teoretycznych  terminach. Roéwnanie  Matjasewicza daje  wam N
arytmetycznych pytan z odpowiedziami tak/nie, ktore wydaja si¢ by¢ tylko log N-bitami
algorytmicznej informacji.

Moje réwnanie daje wam N arytmetycznych pytan z odpowiedziami tak/nie, ktore sa
nieredukowalna, nickompresowalna matematyczna informacja.

S5.Matematyka eksperymentalna.

W porzadku, pozwdlcie mi powiedzie¢ trochg wigcej w kilka minut, ktore zostawitem, aby
wytlumaczy¢, co to wszystko znaczy.

Przede wszystkim, zwiazek z fizyka. Kiedy rozwini¢to mechanikg kwantowa pojawit
si¢ wielki spor, poniewaz mechanika kwantowa jest niedeterministyczna. Einsteinowi nie
podobato si¢ to. Twierdzil, ze: "Bdg nie gra w kosci!”. Ale jestem pewien, iZ wszyscy o tym
wiecie, ze przy pomocy chaosu i dynamiki nieliniowej zdaliSmy sobie obecnie sprawg, ze
nawet w klasycznej fizyce jest obecna losowos¢ 1 nieprzewidywalno$¢. Moja praca ma ten
sam charakter. Ukazuje, ze czysta matematyka a nawet elementarna teoria liczb 1, 2, 3, 4, 5...,
arytmetyka liczb naturalnych jest w takiej samej sytuacji. RoOwniez tam mamy losowosc.
Zatem, jak przedstawityby to naglowki gazet, Bog gra w kosci nie tylko w mechanice
kwantowej 1 klasycznej fizyce, ale takze w czystej matematyce, w elementarnej teorii liczb.
Jesli wylania si¢ nowy paradygmat to losowo$¢ jest w jego rdzeniu. Nawiasem mowiac,
losowo$¢ jest réwniez w rdzeniu kwantowej teorii pola, jak ukazuja jasno wirtualne
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czasteczki 1 Feynmana suma po historiach. A zatem moja praca pasuje do wielu prac w fizyce
1 dlatego jestem czgsto zapraszany, aby wygtasza¢ wyklady na spotkaniach fizykow.

Niemniej jednak, najwazniejsza kwestia nie jest fizyka, lecz matematyka. Styszatem,
ze Godel pisat listy do swojej matki, ktora zostata w Europie. Wiecie, Godel i1 Einstein byli
przyjaciotmi w The Institute for Advanced Studies. Zobaczylibyscie ich wspodlnie
spacerujacych po ulicy. W kazdym razie Godel pisal listy do swojej matki twierdzac, ze
chociaz praca Einsteina w dziedzinie fizyki miata naprawdg olbrzymi wptyw na to, w jaki
sposob ludzie uprawiaja fizyke, to byt rozczarowany, ze jego wlasna praca nie miata takiego
samego wpltywu na matematykow.

Nie stanowito roznicy, w jaki sposob matematycy wiasciwie kontynuowali swoja codzienna
prace. Zatem uwazam, ze jest to kluczowe pytanie: jak naprawde powinnismy uprawiaé
matematyke?

Twierdzg, ze mam duzo silniejsze wyniki niezupelnos$ci. Jesli tak, to by¢ moze bedzie
bardziej jasne czy matematyka powinna by¢ uprawiana w zwykly sposob. Jaki jest zwykty
sposob uprawiania matematyki? Pomimo faktu, iz kazdy wie, ze jakikolwiek skonczony zbidr
aksjomatow jest niezupelny, to wiasciwie w jaki sposdb pracuja matematycy? Coz, zalozmy,
ze macie przypuszczenie nad ktérym zastanawiacie si¢ od kilku tygodni i wierzycie w nie,
poniewaz przetestowaliscie wielka liczbe przypadkow na komputerze. By¢ moze jest to
przypuszczenie o liczbach pierwszych i od dwoéch tygodni usitujecie je udowodni¢. Pod
koniec tych dwoch tygodni nie powiecie: ,,No cdz- oczywiscie powodem, dla ktérego nie
mogltem tego udowodnié jest twierdzenie Godla!” Dlatego pozwdlcie nam doda¢ go jako
nowy aksjomat! Ale gdybysScie potraktowali twierdzenie Godla bardzo powaznie, by¢ moze
faktycznie bylby to sposdb podazania naprzod. Matematycy beda si¢ $miaé, ale fizycy
rzeczywiscie postepuja w ten sposob.

Spodjrzcie na histori¢ fizyki. Zaczynacie od fizyki newtonowskiej. Nie mozecie
uzyska¢ rownan Maxwella z fizyki newtonowskiej. To nowa dziedzina dos$wiadczenia.
Potrzebujecie nowych postulatéw, aby sobie poradzi¢. Jesli chodzi o szczegdlna teorig
wzglednos$ci, cdz szczegdlna teoria wzglednosci jest prawie w réwnaniach Maxwella. Lecz
réwnania Schrédingera nie pochodza z fizyki newtonowskiej, ani rownan Maxwella. To nowa
dziedzina do$wiadczenia i1 znow potrzebujecie nowych aksjomatéw. Zatem fizycy sa
przyzwyczajeni do idei, ze kiedy zaczynacie eksperymentowa¢ w mniejszej skali lub z
nowymi zjawiskami, to by¢ moze potrzebujecie nowych zasad, aby zrozumie¢ i wyjasni¢ co
si¢ dzieje.

Obecnie pomimo niezupetnosci matematycy wcale nie postgpuja tak jak postepuja
fizycy. Na pod$§wiadomym poziomie nadal zakladaja, ze ta mala liczba zasad, postulatow i
regut wynikania, ktéorych nauczyli si¢ wcze$niej - jako studenci matematyki jest
wystarczajaca. Sa oni wewngtrznie przekonani, ze jesli nie moga dowie$¢ wynikoéw to jest to
ich wlasna wina. Jest to prawdopodobnie dobre podejscie, aby wing raczej wzia¢ na siebie niz
obwinia¢ kogo$ innego, ale spdjrzmy na takie zagadnienie jak hipoteza Riemanna. Fizyk
powiedziatby, ze jest do$s¢ dowodow eksperymentalnych dla hipotezy Riemanna i
kontynuowatby dalej, przyjmujac ja jako zatozenie robocze.

Co to jest hipoteza Riemanna? Jest wiele nierozwiazanych zagadnien dotyczacych
rozmieszczenia liczb pierwszych, ktore moga by¢ rozstrzygnigte, jesli przyjmiemy hipotezg
Riemanna. Korzystajac z komputerow ludzie sprawdzaja te przypuszczenia i one doskonale
dziataja. Sa eleganckimi formutami, ale nikt nie moze ich udowodni¢. Wiele z nich wynika z
hipotezy Riemanna. Dla fizyka to wystarczyloby: hipoteza jest uzyteczna, wyjasnia wiele
danych. Oczywiscie fizyk tez musiatby by¢ przygotowany aby powiedzie¢: Och, zrobilem
powazny blad!”, poniewaz eksperyment moze pozniej sta¢ w sprzecznosci z teoria. To sig
zdarza bardzo czesto.
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W fizyce czastek elementarnych odrzucacie teorie caty czas i wigkszos$¢ z nich szybko
ginie. Ale matematykom nie podoba sig, gdy musza si¢ wycofywac. Ale jesli gracie
bezpiecznie problem jest taki, ze by¢ moze przegrywacie 1 uwazam, ze tak wtasnie jest.

Sadzg, ze powinno by¢ jasne, do czego zmierzam. Uwazam, ze elementarna teoria
liczb 1 reszta matematyki powinna by¢ uprawiana bardziej w duchu nauki eksperymentalne;j
oraz, ze powinniscie by¢ gotowi przyja¢ nowe zasady. Uwazam, ze wypowiedz Euklidesa, iz
aksjomat jest prawda oczywista sama przez si¢ (selfevident) jest wielka pomytka. Rownanie
Schrodingera z pewno$cia nie jest prawda oczywista sama przez si¢! Hipoteza Riemanna
rOwniez nie jest oczywista sama przez sig, ale jest bardzo uzyteczna.

Zatem uwazam, ze matematycy nie powinni ignorowaé niezupeino$ci. Jest to
bezpieczny sposob postgpowania, ale tracimy wyniki, ktore moglibysmy zyska¢. Byloby to
tak, jakby fizycy powiedzieli: dobrze, Zzadnych réwnan Schrdodingera, Zadnych réwnan
Maxwella, trzymamy si¢ Newtona, wszystko musi by¢ wydedukowane z praw Newtona
(Maxwell nawet usilowat to zrobi¢. Posiadat mechaniczny model pola elektromagnetycznego.
Na szczg$cie nie ucza tego w college’u!)

Proponowatem to wszystko dwadziescia lat temu, kiedy zaczalem otrzymywac
informatyczno-teoretyczne wyniki niezupetnosci. Lecz niezaleznie ode mnie wylania sig
nowa szkola filozofii matematyki, zwana ,quasi-empiryczng” szkota mysli dotyczaca
podstaw matematyki. Jest ksiazka Tymoczko pod tytutem New Directions in the Philosophy
of Mathematics(Birkhauser, Boston, 1986).To dobry zbior artykutow. Nastgpna ksiazka do
przejrzenia jest Searching for Certainty Johna Castiego( Morrow, New York, 1990), ktora
ma dobry rozdzial na temat matematyki. Ostatnie pot rozdzialu moéwi wiasnie o quasi-
empirycznym punkcie widzenia.

Nawiasem moéwiac, Lakatosowi, ktory byl jednym z ludzi zaangazowanych w ten
nowy ruch przytrafito si¢ by¢ w tym czasie w Cambridge. Wczesniej wyjechat z Wegier.

Gléwnymi szkotami filozofii matematyki na poczatku tego stulecia byly: Russella i
Whiteheada poglad, ze logika jest podstawa wszystkiego, szkota formalistyczna Hilberta i
»intuicjonistyczna”, konstruktywistyczna szkota Brouwera. Niektorzy ludzie uwazaja, ze
Hilbert wierzyl, iz matematyka jest nic nie znaczaca gra atramentowych znakow na papierze.
Nie bylo tak! Hilbert wiasnie powiedzial, iz aby byto absolutnie jasne i wyrazne o czym
traktuje matematyka, musimy uszczegétowi¢ zasady okreslajace czy dowod jest poprawny w
sposob tak doktadnie sprecyzowany, aby staly si¢ one regulami mechanicznymi. Nikt, kto
uwazalby, ze matematyka jest bez znaczenia, nie bylby tak pelen energii, zeby wykona¢ tak
doniosta prace i by¢ tak inspirujacym przywodca.

Poczatkowo matematycy popierali Hilberta. Nawet po Godlu i1 jeszcze bardziej
zdecydowanie, gdy Turing udowodnil, Zze marzenie Hilberta nie spelni si¢. W praktyce
matematycy prowadzili badania jak wczeéniej, czyli w duchu Hilberta. Podejscie
konstruktywistyczne Brouwera uwazano w wigkszoS$ci za niedogodne. Jesli chodzi o Russella
i Whiteheada to mieli oni duzo probleméw z wyprowadzeniem calej matematyki z logiki.
Jesli wyprowadzacie cala matematyke z teorii zbiorow odkryjecie, ze przyjemnie jest
definiowaé liczby catkowite w terminach zbiorow (von Neumann pracowat nad tym). Ale
nastepnie okazuje sig, ze jest duzo problemdéw ze zbiorami.

Nie tworzycie liczb naturalnych w sposéb bardziej pewny poprzez oparcie ich na czyms, co
jest bardziej problematyczne.

Teraz wszystko jest przewrocone do gory nogami. Jest do gory nogami nie z powodu
jakiej$ filozoficznej dyskusji, nie z powodu wynikow Godla, wynikéw Turinga czy moich
wilasnych wynikéw o niezupelnosci. Jest do gory nogami z bardzo prostego powodu---
komputera!

To komputer zmienil sposob, w jaki wszystko wykonujemy. To komputer niezmiernie
zwigkszyl matematyczne doswiadczenie. Tak tatwo jest przeprowadza¢ matematyczne
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