Informatyka i jej zwigzek /;, matematyka

Zrédto: Donald E Knuth, Computer science and its rclatlon to mathcmatics,
American Mathematical Monthly 81 (4] (1974), 323-343 [fragmenty: s. 323-
-329]4

Nowa dziedzina, nazywana informatyka, pojawita sie ostatnio na wiekszosci
uniwersytetow na Swiecie. Artykut niniejszy ukazuje moje osobiste poglady na
temat tego, jakie zwigzki taczg jg z matematyka - pokazemy to, rozwazajgc po-
dobienstwa i roznice miedzy tymi dziedzinami oraz badajgc, w jaki sposéb
dziedziny te pomagajg sobie wzajemnie. [...]

1. Czym jest informatyka?

Poniewaz informatyka jest czym$ wzglednie nowym, musze zacza¢ od wy-
jasnienia, o czym ona traktuje. Zona méwi mi, ze zmuszona jest wyjasnia¢ to,
gdy jest pytana, czym ja sie zajmuje. Wydaje mi sie, ze wiekszos$¢ ludzi ma dzis
troche inne spojrzenie na informatyke niz ja. Istotnie, zadnych dwdéch informa-
tykéw nie poda prawdopodobnie tej samej definicji swojej dziedziny; nie po-
winno to dziwié¢, gdyz podobnie trudno bedzie znalez¢ dwdch matematykow,
ktorzy podaliby te sama definicje matematyki. Na szczescie modny jest ostatnio
»Kryzys tozsamosci" - informatycy sg wiec w gtéwnym nurcie.

Moj ulubiony sposob definiowania informatyki to stwierdzenie, ze jest ona
badaniem algorytméw. Algorytm [z kolei] to precyzyjnie okreslony ciag regut
mowiacy, jak otrzymaé okreslong informacje wyjsciowa z danej informacji wej-
Sciowej w skoriczonej liczbie krokéw. Konkretna reprezentacja algorytmu na-
zywana jest programem, tak jak uzywamy stowa ,,dane" na okres$lenie konkret-
nej reprezentacji ,,informacji” (Knuth 1966). By¢ moze najwiekszym odkryciem
bedacym rezultatem wprowadzenia komputerdw okaze sie to, ze algorytmom,
jako przedmiotom badania, przystuguje niezwykie bogactwo interesujacych
wiasnosci oraz to, ze algorytmiczny punkt widzenia jest uzytecznym sposobem
organizacji wiedzy w ogoélnosci. GE. Forsythe zauwazyt, ze ,pytanie ‘Co moze
zosta¢ zautomatyzowane?’ jest jednym z najbardziej inspirujacych pytan filozo-
ficznych i praktycznych wspétczesnej cywilizacji" (Forsythe 1966).

Z powyzszych uwag mozemy wyciggna¢ wniosek, ze informatyka powinna
byla istnie¢ na dtugo przed pojawieniem sie komputerow. W pewnym sensie
tak byto; przedmiot ten jest gteboko zakorzeniony w historii. Z zainteresowa-

4 Copyright The Mathematical Association of Amerli i, .'(I I I All ilghls reserved.
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nient badatem ostatnio pewien starozytny manuskrypt, zastanawiajac sit;,

jakim stopniu liablloric/.ycy sprzed i>()() lat byll wiasciwie Informatykami
IKnulli 1972). Komputery s| jednak rzeczywiscie konieczne, by mdéc mowié
0 ogdlnych wiasnosciach algorytméw; ludzie nie s.| wystarczajagco doktadni ani
i/lyhcy, aby przeprowadza¢ procedury poza tymi najprostszymi. St.pl tez poten-
<laine bogactwo badan nad algorytmami nie mogto sie ujawni¢ zanim uniwer-
alne maszyny liczace nie staty sit; dostepne.

Musze podkresli¢, ze maszyny liczace (i algorytmy) nie tylko liczg na licz-
hm li, moga one zajmowac sie wszelkiego rodzaju informacja, jesli tylko jest ona
pt /odstawiona w sposob precyzyjny. Zwyklismy powiadac, ze cigg symboli, taki
|ak nazwa, jest przedstawiony w komputerze tak, jakby byt liczbg; poprawniej
jednak byloby powiedzie¢, ze liczba jest reprezentowana w komputerze jako
1lag symboli.

francuskie okreslenie na ,,computer science" to Informatique-, niemieckie
to Injnnnutik-, a w dunskim - Datalogi (Naur 1966). Wszystkie te okreslenia
Implikuj,), ze informatyka ma do czynienia z wieloma rzeczami oprécz roz-
wigzywaniu rownan numerycznych. OkreSlenia te zwracaja uwage na ,,ma
lei lal", na ktorym dzialajg algorytmy (informacja czy dane), a nie na same
algorytmy Jako takie. Uczeni z uniwersytetu w Oslo zaproponowali inna, bar
il/le) odpowiednig nazwe na ,,computer science”, a mianowicie Databehandllny;
le] angielski odpowiednik ,,przetwarzanie danych” jest, niestety, uzywany
w Ameryce tylko w odniesieniu do zastosowari biznesowych, podczas gdy

przetwarzanie informacji” sugeruje zastosowania biblioteczne. Niektérzy pro-
jionowali termin ,,computing science" jako nadrzedny w stosunku do ,,Computer
«ilence”,

Toszukiwanie doskonatej nazwy jest w jakim$ sensie bezcelowe, gdyz waz
nlejNze niz nazwa sa gtdwne pojecia lezace u podstaw dziedziny. Wazne jest
moze to, ze zadna z tych innych nazw na ,,computer science” nie podkresla roli
komputeréw - wrecz przeciwnie, a robi tak zapewne po to, by uczyni¢ rozwa-
zang dziedzine bardziej ,,z prawego toza” i szacowng. W opinii wielu ludzi ma

zyny liczace sa w najlepszym razie ztem koniecznym: sg trudnym narzedziem,
ktérego trzeba uzy¢, gdy zawodzg inne metody. Dlaczego mielibySmy tyle uwa
gl poswiecac uczeniu, jak uzywaé¢ komputeréw, gdy sg one jedynie wartoscio-
wym narzedziem, jak, powiedzmy, mikroskop elektronowy?

Informatycy, wiedzac, ze komputery to co$ wiecej, instynktownie przywlg
/ujg mniejsza wage do aspektu maszynowego, gdy bronia swojej dyscypliny.
laka samo$wiadomos¢ w odniesieniu do [roli] maszyn nie jest jednak koniecz-
na, co trafnie podkreslili Newell, Perlis i Simon w (1967), definiujac informaty-
ke po prostu jako badanie komputeréw podobne do tego, jak botanika bada
nr,liny, astronomia gwiazdy Itd. Zagadnienia zwigzane z komputerami sg bar



dzo rozmaite i ztozone, wymagaj;) ono opisu | wytadnienia; podobnie jak elek-
trycznos¢, nalezg zaréwno do inzynierii, jak 1do nauki.

Kiedy moéwie, ze informatyka zajmuje sie badaniem algorytméw, to zwra-
cam uwage tylko na jedno zagadnienie zwigzane z komputerami, a informatyka
zajmuje sie przeciez takze wieloma innymi. Zwracam uwage witasnie na algo-
rytmy, poniewaz nalezg one do jadra tej dziedziny, stanowig wspélny mianow-
nik lezacy u podstaw i unifikujacy rézne jej gatezie. Moze sie zdarzy¢, ze
w pewnym momencie technologia ustabilizuje sie na tyle, ze powiedzmy za
25 lat maszyny liczace bedg podlegaty niewielkim tylko zmianom. Na razie nic
na to nie wskazuje, przeciwnie, uwazam jednak, ze badanie algorytméw pozo-
stanie czym$ waznym i bedzie stanowi¢ wyzwanie, nawet jesli pewnego dnia
wyczerpia sie inne zagadnienia zwigzane z komputerami. [...]

2. Czy informatyka jest cze$cig matematyki?

Z pewnoscig istniejg zagadnienia dotyczace komputeréw, ktore intensyw-
nie badajg informatycy, a ktére sg mato matematyczne. Jesli jednak ograniczy-
my sie do badania algorytmow, to czy informatyka nie jest cze$cig matematyki?
Algorytmy byty przeciez badane na poczatku - zanim nastgpita era kompute-
row - przez matematykow, jesli w ogdéle byty badane. Mozna wiec argumento-
wac, ze ten centralny aspekt informatyki istotnie stanowi cze$¢ matematyki.

Uwazam jednak, ze mozna uzy¢ podobnego argumentu na rzecz tezy, ze to
matematyka jest czescig informatyki! W konsekwencji, na mocy definicji row-
nosci zbioréw, obie dziedziny okazatyby sie identyczne; albo, na mocy twier-
dzenia Cantora-Bernsteina, co najmniej rownoliczne.

Wydaje mi sie, ze zadna z tych inkluzji jednak nie zachodzi. Ustalenie do-
ktadnych granic pomiedzy dyscyplinami stanowi zawsze trudne zadanie (wy-
starczy poroéwnac¢ na przykiad takie dziedziny jak ,,chemia fizyczna” i ,.fizyka
chemiczna”); mozna jednak wskaza¢ istotne réznice miedzy matematyka i in-
formatyka.

Nastepujaca prawdziwa historia najlepiej wyjasni, co mam na mysli. Otéz
kilka lat temu dowiedziatem sie o twierdzeniu matematycznym moéwigcym, ze
dowolne dwie nx n macierze A iB liczb catkowitych majg ,,najwiekszy wspolny
prawy dzielnik” D. Oznacza to, ze D jest prawym dzielnikiem A oraz B, tzn.
A=A'D oraz B = B'D dla pewnych macierzy liczb catkowitych A’ i B’ oraz ze kaz-
dy prawy dzielnik A i B jest prawym dzielnikiem D. Zastanawialem sie wiec, jak
wyrachowacé taki najwiekszy wspolny prawy dzielnik dwoch danych macierzy.
Kilka dni p6zniej bratem udziat w konferencji, na ktérej spotkalem matematyka
H.B. Manna, ktéry powinien byt to wiedzie¢. Zapytatem go wiec i rzeczywiscie
znat on poprawng odpowiedz; byfa to jednak odpowiedz matematyka, a nie
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luli 2 fiuilykiil Powiedziat on. ,,Nlitli Kbedzie plri $cienieni macierzy n n n li</li
, dkowltych; w pierscieniu tym suma dwéch lewych Ideatéow gtownych jest
Ideatem gtéwnym; niech Ziilem I) bedzie takie, ze

'KA + KU = KIK

'/,atem 1) Jest najwiekszym wspolnym prawym dzielnikiem A i IL." Formuta
powyzsza jest z pewnoscig prosta, wystarczy tylko osiem symboli, hy jg nap!
31 Opiera sie ona na udowodnionym w sposéb Scisty twierdzeniu algebry,
leilnak z punktu widzenia informatyka jest ona bezwartosciowa, wymaga bo
wiem konstrukcji nieskonczonych zbiorow <KA i wzigcia ich sumy, nastep
nie szukania wsrod nieskonczenie wielu macierzy macierzy |) takiej, ze suma ta
jest rowna Nie jestem w stanie wyznaczy¢ najwiekszego wspoélnego dziel

2 4 3
lllka macierzy oraz - przez wykonanie takich nieskoriczonych

operacji, |...]

jeden z moich przyjaciot matematykéw powiedziat, ze bedzie skionny
uzna¢ Informatyke za wartoSciowa dziedzine badan, gdy pojawi sie w niej 1(1(1(1
gtebokich twierdzen. Kryterium to powinno by¢ oczywiscie zmienione tak, hy
mowito nie tylko o twierdzeniach, ale i o algorytmach, powiedzmy o 500 gtebo
Id( li twierdzeniach i 500 gtebokich algorytmach, jest jednak jasne, ze Inl6rma
tyka dzisiejsza nie poddaje sie takiemu testowi, jesli ,,gteboki" rozumieé¢ w ten
sposob, ze wybitny specjalista potrzebuje wielu miesiecy, by odkryé¢ twierdze
nie czy algorytm. Informatyka jest jeszcze za mtoda na to; mtodos¢ moze wiei
by¢ przeszkoda. Ciggle nie znamy najlepszego sposobu opisu algorytméw, Ich
rozumienia czy dowodzenia ich poprawnosci, znajdowania ich czy analizown
ula Ich zachowania sig, chociaz dokonuje sie istotny postep na wszystkich tych
polach. Mozliwos¢ owych ,,1000 gtebokich wynikoéw" istnieje, cho¢ by¢ moze
Inlynle 50 zostato dotad odkrytych.

Aby opisa¢ wzajemny wptyw informatyki i matematyki na siebie oraz funk
i |e jakie one petnia, wybiegne nieco w przysztoé¢, do czaséw, gdy Informatyka
bedzie troche bardziej dojrzata i pewniejsza siebie. Najnowsze tendencje po
zwalajg wyobrazi¢ sobie dzien, gdy informatyka i matematyka beda obie sza
nowanymi dyscyplinami, petnigcymi podobne, cho¢ rézne funkcje w wyksztal
ceniu. Zacytujmy ponownie George’a Forsythe'a: ,,Najbardziej wartosciowym
elementem edukacji naukowej czy technicznej sg stuzgce ogdlnym celom na
rzedzla umystowe, ktore bedg stuzyly przez cate zycie. Szacuje, ze jezyk nutu
ruiny i matematyka sg najwazniejszymi takimi narzedziami, a informatyka sta
nowi trzecie narzedzie" (Forsythe 1959).

Podobnie jak matematyka, informatyka bedzie traktowana jako podstawo
wy element edukacji. Podobnie jak matematyka i Inne nauki, Informatyka he
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dzie ciggle podzielona na dwie strefy, ktore nuzwu< ino/n.i ,teoretyczng" I ,sio
sowang”. Podobnie jak matematyka, informatyka bedzie réznita sie od innych
nauk przez to, ze ma do czynienia z prawami ustanowionymi przez cztowieka,
ktére to prawa mozna uzasadni¢, a nie z prawami naturalnymi, ktérych nigdy
nie poznamy z catg pewnoscig. Zatem dziedziny te bedg do siebie podobne na
wiele sposobdéw. R6znica miedzy nimi polega na przedmiocie badan i na podej-
sciu - matematyka zajmuje sie mniej czy bardziej twierdzeniami, nieskonczo-
nymi procesami, relacjami statycznymi, a informatyka ma do czynienia z algo-
rytmami, skonczonymi konstrukcjami i relacjami dynamicznymi.

Wielu informatykéw zajmuje sie matematyka, ale o wiele wiecej matematy-
kéw zajmuje sie tak naprawde informatyka. Jestem pod wrazeniem licznych
przyktadow teorii matematycznych, ktére w istocie traktujg o szczegdlnych
algorytmach; teorie te formutowano w terminach matematycznych, nieporecz-
nych i mniej naturalnych niz rGwnowazne im sformutowania algorytmiczne,
ktérych uzylby dzisiejszy informatyk. Na przyklad wieksza czes¢ z liczacej
35 stron pracy Abrahama Walda moze by¢ przedstawiona na dwdch stronach,
jesli wyrazi¢ jg w terminach algorytméw (Knuth 1969, s. 142-144); mozna
podac wiele innych przyktadéw. Ale to juz temat na inng prace.

3. Edukacyjne efekty poboczne

Kto$ dobrze wyedukowany w informatyce wie, jak obchodzi¢ sie z algoryt-
mami: jak je konstruowad, jak je przeksztatcac, jak je rozumied, jak je analizo-
wac. Taka wiedza daje mu wiecej niz mozliwo$é pisania dobrych programéw
komputerowych, jest to bowiem narzedzie umystowe mogace stuzy¢ réznym
celom i rozumieniu innych obiektow: chemicznych, jezykowych, muzycznych
itp. Mozna to wyjasni¢ nastepujgco: czesto powiada sie, ze rozumie sie dobrze
dana rzecz dopiero wtedy, gdy jest sie w stanie nauczy¢ jej kogo$ innego. Istot-
nie, nie rozumie sie dobrze, dopodki nie jest sie w stanie nauczy¢ tego kompute-
ra, czyli wyrazi¢ danej rzeczy jako algorytmu. ,,Komputer wymusza taka precy-
zje myslenia, jaka jest wynikiem studiowania matematyki" (Forsythe 1959).
Préba sformalizowania czego$ w postaci algorytmu prowadzi do gitebszego
zrozumienia niz ma to miejsce, gdy po prostu prébuje sie dang rzecz pojac
w spos6b tradycyjny.

Lingwisci sadzili, ze rozumiejg jezyki, dopdki nie prébowali wyjasni¢ tego
komputerowi; zdali sobie wtedy sprawe z tego, ile trzeba sie jeszcze nauczyé.
Wielu budowato modele komputerowe i odkryto przy tym, ze dowiaduje sie
wiecej, budujgc taki model, niz przygladajgc sie wynikowi mozliwego progra-
mu. [...]
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I'ls/.]( ksigzke z arytmetyki komputerow«]) (Kmith 1969), doszedtem «o
wniosku, ze prawi«l kazdo twierdzenie olomontanio| toorll liczb powstajo
w natunilny sposéb w powigzaniu z problemom zmuszenia komputera do wy
konaniu szybkich obliczen, Stad (estom przekonany, ze tradycyjne kursy ele
menlarnel teorii liczb mogtyby by¢ tatwo przeksztatcone z uwzglednieniem te)
obserwacji przez dotozenie motywacji do pieknych twierdzen.

To obserwacje przekonaty mnie o wartosci dydaktycznej podejscia algo
rytmicznego, do tego, ze moze by¢ ono pomocne w zrozumieniu r6znego rodza
In poje¢. Wierze, ze student zglebiajacy Informatyke uczy sie w istocie czegos,
i0 pomoze mu dawac sobie rade z Innymi sytuacjami. [...]

4. Niektore oddziatywania wzajemne

Informatyka wpltywa na matematyke na wiele sposob6w - sprébuje nlekté
ie wymieni¢. Przede wszystkim komputery moga by¢ uzywane do wykonywa
ula obliczen, i rzeczywiscie byty one wielokrotnie stosowane w badaniach ma
tematycznych, gdy obliczenia reczne byty zbyt trudne. Gauss powiadat ( IH6T),
< pomyslat po raz pierwszy o twierdzeniu o liczbach pierwszych, gdy przyjrzat
.te tablicy liczb pierwszych mniejszych od miliona. W mojej rozprawie doktor
sklej rozwigzatem hipoteze dotyczaca nieskoriczenie wielu przypadkow |irzez
dokladniejsze przyjrzenie sie obliczeniom komputerowym w najprostszym
pi zypadku (Knuth 1965). |..J

Po drugie, oczywiste sg powigzania informatyki i matematyki w analizie
numerycznej (Wilkinson 1971), logice i teorii liczb; nie musze wchodzi¢ tu
w szczegOty, gdyz sg one szeroko znane. |...]

Whptyw informatyki znajduje tez wyraz w rosngcym nacisku, jaki ktadzie sie
we wszystkich gateziach matematyki na konstrukcje. Zastgpienie dowodow
Istnienia przez algorytmy, ktére pozwalajg konstruowac obiekty matematycy.
iiil |>rowadzi czesto do ulepszenia teorii abstrakcyjnej. [...] Dalej, jak zauwazyli-
smy powyzej, konstruktywne podejscie algorytmiczne ma czesto warto$¢ dy
daktyczna.

Innym sposobem, w jaki podejscie algorytmiczne oddziatuje na teorie mate
matyczne, jest konstrukcja odpowiedniosci jedno-jednoznacznej. Czesto spoty-
ka sie dowody posrednie tego, ze obiekty matematyczne pewnego typu sg réwno
liczne; bezposrednie skonstruowanie takiej odpowiedniosci jedno-jednoznacznej
pokazuje, ze w istocie zachodzg glebsze zaleznosci.

Matematyka dyskretna, w szczegolnosci kombinatoryka, uzyskaty dodat
knwy Impuls dzieki rozwojowi informatyki; to samo odnosi sie do innych d/.ie
dzin, w ktorych szeroko stosuje sie matematyke dyskretna. |..|
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Najwazniejszy jednak wptyw | oddziatywanie Informatyki na matematyki,’
polega, moim zdaniem, na czyms zupetnie innym. Ot6z najwazniejsze jest to, ze
badanie algorytmoéw otworzyto obszar nowych interesujgcych probleméw ma-
tematycznych; tchneto nowe zycie w wiele dziedzin matematyki, ktére cierpiaty
na brak nowych pomystéw. Charles Babbage, jeden z ,,0jcow” maszyn liczacych,
przewidywat to juz w roku 1864 [piszac]: ,,Gdy tylko pojawig sie maszyny anali-
tyczne [tzn. komputery wielozadaniowe], beda one w spos6b konieczny stero-
waty dalszym rozwojem nauki. Gdy poszukuje sie wyniku z ich pomocg, zawsze
pojawia sie pytanie - za pomocg jakich obliczeri maszyna moze osiggna¢ te wy-
niki w najkrétszym czasie?” (Babbage 1961]. A George Forsythe w roku 1958
[pisat]: ,,Stosowanie praktycznie dowolnej techniki obliczeniowej rodzi wiele
probleméw matematycznych. Ma wiec miejsce godny uwagi wptyw obliczen na
matematyke jako takg i mozna oczekiwac, ze wptynie to w wysokim stopniu na
badania matematyczne" (Rosenbloom i Forsythe 1958). Garrett Birkhoff (Birk-
hoff i Hall 1971, s. 2) zauwazyt, ze oddziatywanie takie to nic nowego, takie
zwigzki bowiem istniaty juz w starozytnej matematyce greckiej.

Wydaje mi sig, ze o wiele bardziej intrygujace problemy matematyczne po-
wstajg, gdy probuje sie analizowac¢ algorytmy ilosciowo, pytajac, jak szybko
bedg one realizowane na komputerze [...]. Inna grupa interesujacych proble-
mow to szukanie najlepszych mozliwych algorytméw w danej klasie [...]. Jedna
z pierwszych teorii matematycznych zainspirowanych przez informatyke jest
teoria jezykow, w ktérej mamy wiele pieknych wynikow [...]. Fascynacja tymi
nowymi teoriami sprawita, ze zostatem informatykiem.

Matematyka wywiera takze gteboki wptyw na informatyke; niemal kazda
gataz matematyki wptyneta tu na cos$. Ostatnio zajmowatem sie problemem
dotyczacym obiektéw dyskretnych zwanych drzewami binarnymi, ktére po-
wstajg czesto jako reprezentacje komputerowe [...]. Wyniki matematyki kla-
sycznej mogg by¢ uzyteczne w zaskakujgcych miejscach.

Najbardziej zaskakujaca rzeczg w moich doswiadczeniach dotyczacych za-
stosowann matematyki w informatyce byt fakt, ze tak duza cze$¢ matematyki
miata charakter dyskretny [...].
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