Obliczalnos¢
i
nieobliczalnos¢

W odniesieniu do
turingowskiego modelu
obliczen



Informacja, dane i liczby

Informacja > Dane > Liczby

= Informacja to cos wiecej niz dane, = Dane to cos wiecej niz liczby, bo
bo dane stanowig pewng tylko, jakkolwiek dane koduje sie liczbowo,
to znaczy komputerowo dostepna, to sg one dodatkowo zwigzane
forme informacji. pewnymi informatycznymi strukturami.

Ale mimo wszystko: na poziomie najprostszego matematycznego opisu
komputerowym danym odpowiadajg jakies liczby, a
operacjom na danych jakies obliczenia.



Co to znaczy ,,obliczaé” (to compute)?



Co to znaczy ,,obliczaé” (to compute)?

wykonywac operacje na liczbach... ?
(komputer = maszyna liczaca)

wyznaczac¢ wartosci pewnych funkciji...?
(program = funkcja)

przetwarza¢ dane (kody) za pomocg okreslonych zestawow regut...?
(dane > liczby, program > funkcja)

realizowac operacje zgodne z pewnym modelem obliczen...?
(komputer =, uniwersalna maszyna Turinga)



A zatem: co to znaczy ,,0bliczac”?
- w sensie informatycznym -

= OBLICZAC = PRZETWARZAC DANE

— przy zatozeniu jednak, Zze w matematycznej teorii
danym odpowiadajg pewne liczby,

a programom — funkcje.



Model obliczen cyfrowych

Najbardziej powszechny (by¢ moze: jedyny mozliwy)
model obliczen wyznacza pojecie maszyny Turinga.

Skonczone realizacje programoéw dla komputerow
cyfrowych sg realnymi odpowiednikami
obliczen opisywanych w tym modelu.

Jest to model obliczen cyfrowych (dyskretnych) i
deterministycznych.
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Co to znaczy ,,obliczacé cyfrowo?

= OBLICZAC = PRZETWARZAC DANE

— przy zatozeniu jednak, ze w matematycznej teorii
danym odpowiadajg pewne liczby,

a programom — funkcje.

¢ W cyfrowym modelu obliczen, zdefiniowanym
Zza pomoc3 pojecia uniwersalnej maszyny Turinga:

— danym odpowiadajq liczby obliczalne (w sensie Turinga),

— obliczeniom zas funkcje rekurencyjne, czyli obliczalne w sensie Turinga.



Jak jest ,,zbudowana’ maszyna Turinga ?

= Maszyna Turinga sktada sie z: —

MIESKONCZONA  GLOWICA
TASMA

(1) nieskonczonej, podzielonej na
odrebne komorki, tasmy; AIBI|O

(2) glowicy do odczytu-zapisu danych;

(3) rejestru stanéwi;
(4) tablicy przejs¢ miedzy stanami.

Maszyna ,dziata” na podstawie
programu zawartego w tablicy (4).



Jak wyglgda program maszyny Turinga?

® stany

symbole ® ® rozkazy

c — stan koncowy



Czym jest uniwersalna maszyna Turinga?

= UMT jest specjalng maszyng Turinga, ktorej program ma
za zadanie symulowac dziatanie dowolnej, konkretnej MT.
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= Wykazano, ze UMT moze wykona¢ dowolnie ztozony program
dla dowolnie zaawansowanej technicznie maszyny cyfrowej.



Na czym polegajq ograniczenia
modelu turingowskiego?




Na czym polegajq ograniczenia
modelu turingowskiego?

Polegajg na tym, ze nie wszystkie problemy mogg zostac
rozwigzane za pomocg operacji okreslonych w tym modelu

O tym, ze nie mogag, decydujg dwie krytyczne wtasnosci algorytmow:
a) ztozonosc¢ czasowa (zbyt wysoka)

b) wtasnhosc¢ stopu (gdy nie zachodzi)

Innymi stowy: istnieja problemy nieobliczalne!



Problemy nieobliczalne

Problemy nieobliczalne (w modelu Turinga)
dzielg sie na:

a) nieobliczalne praktycznie — gdy dla danego problemu
nie istnieje algorytm o dostatecznie niskiej ztozonosci
czasowe),

b) nieobliczalne zasadniczo — gdy nie istnieje algorytm
rozwigzujgcy wszystkie przypadki szczegodlne danego
problemu.
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Problemy o ztoZonosci wyktladniczej

Problem spetnialnosci (logika)

» Czy istnieje takie wartosciowanie ||~ (—b A(a— b)) — (—a))
zmiennych zdaniowych, przy
ktérym formuta zawierajgca n " 0 ] 0
zmiennych jest prawdziwa ?

Problem komiwojazera (grafy) 1

» W danym grafie z okreslonymi
wagami krawedzi znajdz sciezke "‘
zawierajgcg wszystkie wierzchofki,
ktora ma najmniejszg sumaryczng
wage (Sciezke najkrotsza).




Problemy o zloZonosci silniowej

Ztozonosc¢ czasowag n! maja: n! 10 liczba permutacji

@
= algorytmy sprawdzajgce zbioru n-elementowego.
wszystkie permutacje danych

wejsciowych o rozmiarze n.

Przyktad 1 (szyfr)

" Odgadnij szyfr n-znakowy * o 3 2 4 > L »
ztozony z n roznych znakow o
nie powtarzajgcych sie. n znakow

Przyk’rad 2 (uktadanka) <
Czy dla danych n kart istnieje po
ztozony z nich kwadrat, w ktorym ® D l > 7 1 kart
wszystkie karty stykajq sie
odpowiednimi bokami ? m y




Jaki problem nieobliczalny
(zasadniczo) uznaje sie za

kanoniczny?
£ %



Turingowski problem stopu

Problem stopu (maszyny Turinga)

v' Dla dowolnej maszyny MT, i jej .
dowolnych danych wejsciowych D,

odpowiedz jednoznacznie,

czy MT, zatrzyma si¢ dla danych D,
tj. zakonczy przetwarzanie danych D;?

Mniej technicznie:

Czy istnieje taki uniwersalny algorytm, ktory analizujgc zapis kazdego innego
algorytmu oraz dowolnych jego danych,

rozstrzygnie jednoznacznie
czy analizowany algorytm zakonczy przetwarzanie swoich danych, czy tez

bedzie je przetwarzat w nieskonczonosc?



Inne pr. nieobliczalne zasadniczo

Czy dane rownanie diofantyczne,
z dowolng liczbg niewiadomych
I catkowitymi wspotczynnikami,
ma choc jedno rozwigzanie

w zbiorze liczb catkowitych ?

x> +2y° —4y*+7' =0

Czy dane dwa jezyki sztuczne, z
okreslonymi regutami budowania
stow, pozwalajg zbudowac,
zgodnie ze swoimi regutami,

to samo (dane z gory i dowolne)
stowo ?

—— abbbcaabbbababc



Problemy nieobliczalne - pytania

Istnienie problemow nieobliczalnych (PNB) prowadzi
do nastepujgcych pytan:

a) Czy dla potrzeb realnych zastosowan nie wystarczg nam
rozwigzania problemoéw podobnych, lecz obliczalnych?

b) Czy z kazdego z problemu PNB nie daje sie wydzieli¢
takich podproblemoéw, dla ktérych istniejg efektywne
algorytmy ,lokalne”?

c) Czy na gruncie innych modeli obliczen niz cyfrowy
(turingowski) problemy PNB nie stajg sie rozwigzywalne?



Obliczenia nieturingowskie

Algorytmy wykraczajgce poza model Turinga (UMT)
sytuujg sie w sferze tzw. hiperobliczen, do ktorych

naleza:

obliczenia kwantowe

obliczenia infinitystyczne

obliczenia analogowe (ciggte)

Mimo istnienia teoretycznych modeli réznych typow
hiperobliczen, wcigz rozwaza sie pytania: a) o ich relacje
do modelu Turinga, b) o ich fizyczng realizowalnosc.
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Typy liczb a modele obliczen

Kazdy model obliczen okresla dozwolony typ danych, ktéremu to
typowi odpowiada z kolei pewien rodzaj liczb.

Krotko: kazdy model odwotuje sie do pewnego typu liczb.

= obliczenia cyfrowe - liczby naturalne (wielkosci dyskretne)
= obliczenia analogowe - liczby rzeczywiste (wielkosci ciggte)

= obliczenia kwantowe —>7? liczby zespolone (g-bity, stany kwantowe)



Z.askakujacy wynik Turinga

» Istniejg liczby, ktorych nie mozna obliczyé¢.
( algorytmicznie, za pomocg MT )

» Istniejg problemy (scisle zdefiniowane),
ktdérych nie mozna rozwiazaé.
( algorytmicznie, za pomocg MT )




Liczby obliczalne i nieobliczalne

Liczba obliczalna jest to taka liczba rzeczywista,
dla ktorej istnieje maszyna Turinga (inaczej: program
dla maszyny cyfrowej) pozwalajgca obliczy¢ ja z dowolng

zadang doktadnoscig.

Liczba nieobliczalna nie ma powyzszej wtasnosci:
jest niewyznaczalna za pomocg maszyn Turinga.

* najszerzej znane obliczalne
o liczby niewymierne




Rozne Kklasy liczb

Na osi CZASU

liczby obliczalne
i nieobliczalne
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naturalne wymierne niewymierne ujemne rzeczywiste zespolone
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Liczby nie(obliczalne) — kilka okreslen

Liczby obliczalne... Liczby nieobliczalne...
(wg. Turinga) (wg. Turinga)

= |stnieje klasyczny = Nie istnieje klasyczny
algorytm ich obliczania. algorytm ich obliczania.

» |stnieje maszyna Turinga = Zadna maszyna Turinga
obliczajgca je z dowolng nie potrafi obliczy¢ ich
zadang doktadnoscia. z dowolng zadang

doktadnoscia.

= |stnieje algorytm
obliczania ich = Nie istnieje algorytm
kolejnych cyfr. obliczania ich kolejnych cyfr.



Definiowanie liczb nieobliczalnych

Niektore liczby nieobliczalne mozna zdefiniowac,
nie podajgc jednak efektywnego schematu
wyznaczania ich kolejnych cytr.

Pogladowy przyktad:

a) Tworzymy uporzgdkowang liste maszyn Turinga MT.
(z danymi wejsciowymi na tasmach).

b) Definiujemy liczbe zapisang binarnie

L = 0,b;b,b5b,... przy czym w

b, = 1, gdy MT. konczy prace
b, = 0, gdy MT, dziata w nieskonczonosc¢



