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Uwagi na temat twierdzenia Godla

Wstep

Twierdzenie Godla jest jednym z najbardziej znanych wynikéw logiki matematyczne;j.
Zanim przejde do uwag na jego temat, zaprezentuj¢ krotko sylwetke matematyka, ktory je
sformutowat.

Kurt Godel urodzit si¢ 28 kwietnia 1906 w Brnie (nalezacym wtedy do Austro-Wegier), a
zmart 14 stycznia 1978 w Princeton. Czasy, w ktérych zyt, obfitowaly w wielkich matematykdéw,
jak tez 1 prekursorow wspotczesnej informatyki. Wieden byt w jego czasach jednym z najwigkszych
osrodkéw naukowych na §wiecie, gdzie zbieraty si¢ wielkie umysty i tworzyly najwazniejsze teorie.
Warto by tu przytoczy¢ opis zarysowany szerzej przez W. Marciszewskiego w (1), a ktérego
fragment ze wzgledu na ten opis (mogtbym powiedzie¢ ,,przejaskrawienie” — tak si¢ ten zabieg
nazywa — ale pewnie sktamatbym, poniewaz Godel najprawdopodobniej byt az tak ,,dobry”):

Wybitny polski logik matematyczny Andrzej Mostowski (1913- 1975), jeden z gtownych
kontynuatorow dzieta Godla, opowiadat o wrazeniach z jego seminarium, na ktore jezdzit do
Wiednia w latach trzydziestych ubiegtego wieku. Mostowski wspominat, Ze wyglgdato to tak, jak
gdyby Godel dysponowat bezposrednim telefonem do Pana Boga, i w najtrudniejszych problemach
po chwili ,,konsultacji” miat gotowe rozwiqzanie.

Praca na Uniwersytecie Wiedenskim pozwolita temu genialnemu uczonemu rozwinaé wiele
dziedzin, nie tylko logiki matematycznej. Tu doktoryzowat si¢ w roku 1929 pod okiem Hansa
Hahna. W roku 1931 opublikowal prace ,,Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme. 1.”, w ktorej sformutowal twierdzenie o niezupetnosci. Praca
ta zostala przyjeta jako praca habilitacyjna (promotorem byt znowu Hahn). Niezaleznie od
probleméw zdrowotnych, Godel funkcjonowat jako uczony, uzyskujac w roku 1935 rezultaty w
badaniach nad pewnikiem wyboru.

Pod sam koniec lat trzydziestych Godel wyjechal do Princeton, gdzie pracowat w
pierwszym semestrze roku akademickiego 1938-1939 w Institute for Advanced Study. Catla resztg
zycia spedzit w Institute for Advanced Study w Princeton jako profesor. Ciekawa anegdota dotyczy
jego staran o obywatelstwo amerykanskie. W tym celu nalezato mi¢dzy innymi zda¢ ,,egzamin” ze
znajomosci konstytucji Stanéw Zjednoczonych. Godel, przygotowujac si¢ do egzaminu, uznat, ze
sama konstytucja jest wewnetrznie sprzeczna logicznie, co usitowal udowodni¢ przed komisja
egzaminacyjna.

Jego najblizszym przyjacielem w Princeton byl Albert Einstein. Ich wspoétpraca wptyngta
zapewne na bardzo interesujacy (z teoretycznego punktu widzenia) wynik w pracy nad Ogélna
Teoria Wzglednosci. Otéz Godel znalazt rozwigzania rownania Einsteina dopuszczajace podréze w
czasie.



Twierdzenie, zarys dowodu i kilka waznych pojeé

Twierdzenie Godla orzeka, ze kazdy wystarczajaco rozbudowany (zawierajacy aksjomaty
arytmetyki) system formalny jest albo niezupelny albo wewngtrznie sprzeczny. Zarys dowodu
przedstawia konstrukcj¢ zdania niewatpliwie prawdziwego, a jednak nie posiadajacego dowodu
formalnego w danej teorii.

Zacznijmy od wyjasnienia kilku poje¢ wyzej sformutowanych. Zakladam znajomo$¢ u
czytelnika podstawowych pojg¢ logiki matematycznej (takich ze szkoty $redniej; w przeciwnym
wypadku kilka chwil ,,na wikipedii” powinno wystarczy¢). Dowdd formalny jest to ciag zdan
prawdziwych teorii, w ktérym kazde nowe zdanie jest aksjomatem teorii lub wynika ze zdan
poprzednich i praw wnioskowania logiki. Antynomia jest to zdanie, dla ktérego warto$ciowanie
zarowno prawdy jak 1 falszu prowadzi do sprzecznosci (lub inaczej: zdanie prowadzace do
sprzecznosci, niezaleznie od tego, czy uzna si¢ je za prawdziwe, czy za falszywe). Zdanie
dowodliwe jest to zdanie logiczne, dla ktérego istnieje dowdd formalny. Zdanie prawdziwe
rozumiem za W. Marciszewskim jako zdanie nie tworzace sprzecznosci z zadnym innym zdaniem w
danym systemie formalnym. Tyle tytutem wstegpu.

Pomyst dowodu polega na tym, by w pewien sposéb ponumerowac¢ zdania logiczne, tak aby
zamieni¢ twierdzenia w formuly wyrazone w jezyku arytmetyki. Udaje si¢ to uczyni¢, poniewaz
kazda liczba naturalna (wigksza od 1) ma jednoznaczny rozktad na czynniki pierwsze. Kazdemu
operatorowi i kazdej zmiennej mozemy przypisa¢ unikatowy numer, a nastgpnie ten numer
przedstawi¢ jako wyktadnik liczby pierwszej. Ciag kolejnych liczb pierwszych wraz z
wykladnikami bedzie jednoznacznie identyfikowal formule logiczna, bedac jednoczesnie liczba
naturalng. Teraz trzeba tylko znalez¢ zdanie, ktére jest niewatpliwie prawdziwe, a niedowodliwe 1
przettumaczy¢ je przy pomocy powyzszych odwzorowan na jgzyk arytmetyki. Szczegéty
techniczne tego procesu sa jednak zbyt skomplikowane (jak dla mnie), zeby je tutaj opisywac.
Oczywiscie zachecam do zapoznania si¢ z materiatami i odno$nikami do pozycji wartych
przeczytania w materiatach, na podstawie ktérych pisatem ese;j.

Zwiazek twierdzenia Gédla z problemami Hilberta

W matematyce wielokrotnie prébowano wprowadzi¢ porzadek. Stynne zdanie naszego
wielkiego rodaka Stefana Banacha, ze ,,dobrzy matematycy widza analogie miedzy twierdzeniami,
lepsi migdzy teoriami, ale najlepsi widza analogie migdzy analogiami” implikuje cel matematyki
jako uogolnianie poznanych prawd i rozwijanie teorii z wysnutych na ich podstawie hipotez.

Zastanawiajac si¢ nad struktura matematyki i jej podstawami, wypracowano specjalng teori¢
— logik¢ matematyczna — powalajaca na usystematyzowanie wiedzy. Zgodnie z jej postulatami
kazda teoria (nie tylko matematyczna) powinna dazy¢ do tego, by jak dobra i poczciwa przestrzen
liniowa mie¢ swoja bazg — to znaczy zestaw aksjomatéw (przy zatozeniu pewnika wyboru mozna
udowodni¢, ze kazda przestrzen liniowa ma baze¢). Logika miata stanowi¢ metateori¢ — to znaczy
miata zapewni¢ zestaw regul pozwalajacych generowac rézne ,kombinacje” aksjomatow i ich
konsekwencji, regut pozwalajacych wyprowadzi¢ z aksjomatéw cala teorig (zbiér twierdzen danej
teorii).

Problemy zaczgly si¢ pojawia¢ w zwiazku z tym, ze owa ,,generowana kombinacja” byt
dowdd formalny (pojgcie zdefiniowane w akapicie o dowodzie twierdzenia Godla ). A dowdéd
formalny nie zawsze udawato si¢ znalez¢ (teraz kiedy juz wiemy o twierdzeniu Godla jasne jest, ze
nie zawsze si¢ da). W tych czasach narodzit si¢ stawny program Hilberta majacy na celu
udowodnienie niesprzecznosci arytmetyki, to znaczy, ze na bazie aksjomatéw arytmetyki nie da si¢
wygenerowa¢ dowodéw zdania i jego zaprzeczenia ( jako zdanie rozumiejac zdanie logiczne
nalezace do systemu formalnego jakim jest arytmetyka naturalnie). Niedlugo potem bo zaledwie
kilka lat p6zniej urodzit si¢ Kurt Godel, ktérego twierdzenie miato powaznie wptyna¢ na program
Hilberta. Mam na mysli twierdzenie o niedowodliwo$ci niesprzecznosci aksjomatyki Peano.



Stwierdza ono, ze w ramach arytmetyki nie moze zosta¢ przeprowadzony dowdd jej
niesprzeczno$ci. Nie mozna jednak interpretowac tego jako stwierdzenie, ze arytmetyka jest
sprzeczna. Nie ma, jak na razie, rowniez dowodu na sprzecznos$¢ arytmetyki.

Tyle mowi o tym logika matematyczna. A spogladajac z punktu widzenia, powiedzialbym,
filozofii nauki? Mozna by to interpretowac jako ograniczenie dla procesu porzadkowania, poniewaz
twierdzenie implikuje niemozliwo$¢ zamknigcia problemu arytmetyki, jednego z podstawowych
dziatéw matematyki. A skoro arytmetyka jest taka podstawowa dziedzing to ograniczenie czy cien
rzucone na nia rzucajq cien na cata matematyke.

Uwazam jednak, ze nie nalezy si¢ martwi¢ o rozwdj matematyki, gdyz to pozorne
ograniczenie ukazuje tak naprawdg¢ bezmiar matematyki. Wiadomo, ze gdyby zdanie Godla doda¢
do aksjomatéw to mozna by skonstruowa¢ kolejne zdanie, ktére miato by tg sama wtasciwos¢. Co
wigcej, jesli dobrze rozumiem, mozna do tej teorii doda¢ przeliczalng ilo$¢ takich aksjomatéw i
nadal bedzie niezupelna (tzn. zdan rekurencyjnych prawdziwych; po dodaniu innych moze si¢
okaza¢ sprzeczna). To obrazuje jak bardzo matematyka si¢ moze rozrosna¢, mimo gigantycznych
rozmiaréw jakimi teraz dysponuje. Mysle, ze przy czasie dazacym do nieskonczonosci,
matematyka dazy do nieskonczonosci.

Zdanie niedowodliwe a paradoks kfamcy

Autor eseju ,.Dynamika umystu w perspektywnie godlowskiej” (zob. [1]) opisuje
generowanie zdania niedowodliwego zaczynajac od przyktadu antynomii ktamcy. Przypomnimy:
antynomia to zdanie dla ktérego przyjecie zaréwno tego, ze jest prawdziwe, jak tego, ze jest
fatszywe, prowadzi do sprzecznosci. Problem ktamcy to problem osoby wypowiadajacej zdanie
»zawsze klami¢” albo jak to napisal autor eseju ,,zawsze jestem omylny”. Jesli uznamy zdanie
»zawsze ktamig” za prawdziwe, wtedy musimy przyjaé, ze kazda wypowiedz ktamcy tez jest
falszem, a przeciez nasze zdanie tez jest taka wypowiedzia - sprzeczno$¢. Zatézmy wigc dla
odmiany, ze zdanie ,,zawsze ktami¢” jest falszem, ale jesli osoba wypowiadajaca je nie powiedziata
nigdy (wczesniej, mozemy to sobie wyobrazi¢) prawdy to zdanie to stanie si¢ prawda — znowu
sprzecznos¢.

Faktem jest, ze zdanie to powoduje sprzeczno$¢ niezaleznie od jego wartoSciowania. Ale czy
zaprzeczenie antynomii jest zdaniem bezwarunkowo prawdziwym, skoro nie mozna stwierdzi¢, czy
antynomia jest falszem (takie rozumowanie prowadzi do sprzecznos$ci)? Rozumujac w druga strong:
skoro zdanie ,,nie zawsze jestem omylny” jest prawda, to z prawa wylaczonego $rodka zdanie
»jestem zawsze omylny” jest falszem. Zaktadajac dodatkowo, ze dany cztowiek nie wyrazit zadnej
innej opinii, otrzymujemy sprzecznos¢, bo cechujac, ze ,jestem zawsze omylny” jest falszem
sprawiamy, ze jedyne zdanie jakie czlowiek wypowiedzial jest falszywe, wigc zdanie ,,jestem
zawsze omylny” jest prawdziwe. W ten sposéb dochodzimy do sprzecznosci. Czyli ze zdania
prawdziwego wynika sprzecznos¢. Nie jestem wigc pewien, czy budowanie zdah prawdziwych na
zasadzie zaprzeczen antynomii ma sens, poniewaz uwazam, ze zaprzeczenia antynomii mimo, ze
pozornie prawdziwe, generuja antynomi¢ na podstawie prawa wylaczonego $rodka. A skoro
przyjmujemy logike dwuwarto$ciowa i to prawo, musimy si¢ zgodzi¢ z bezcelowoscia takich
dziatan. Osobiscie wylaczylbym wszystkie antynomie z rozwazan na temat zarbwno problemow
zupelnos$ci jak i niesprzeczno$ci dziedzin matematyki, takich jak arytmetyka. Nie twierdzeg, by
autor eseju zarowno jak i Kurt Godel si¢ mylili. Uwazam po prostu, ze niektére analogie nie sa
idealnie dobrane i dlatego przynajmniej mi osobiscie cigzko przyja¢ twierdzenie podane w taki
sposéb.

Moglby kto§ zada¢ pytanie, dlaczego podwazam prawdziwo$¢ zaprzeczenia antynomii
ktamcy pod pewnym warunkiem — to znaczy, ze wczesniej prawdy nie powiedzial. Dlatego, bo w
tym przypadku nie mozna poprawnie nacechowaé antynomii i to jest jej antynomiczny sens
(neologizm?). Gdyby przyja¢ warunek przeciwny, to zdanie byloby faktycznie falszywe, a
zaprzeczenie antynomii prawdziwe. Ale co to za zdanie prawdziwe, ktére by orzec jego poprawnos¢



wymaga dodatkowych zatozen, nie jest prawda zawsze, nie jest prawda uniwersalnie.

Zanurzanie metajezyka w teorie, a zdanie stworzone na potrzeby teorii

Chciatbym poruszy¢ wazng kwestig roznicy pomig¢dzy metajgzykiem teorii, a jgzykiem
teorii i w konsekwencji zdaniami teorii. Jak zauwazytem, czytajac materialy, zdanie Godla opiera
si¢ wlasnie na wiaczeniu zdania z metajgzyka, po uprzednim przetworzeniu na j¢zyk teorii w poczet
zdan teorii. Procedura ze wzgledow formalnych jest jak najbardziej poprawna, ale — jak to wida¢ w
przypadku zwyktych zdan — takie zdania rekurencyjnie odwotujace si¢ do samych siebie rodza
problemy. Nie zawsze musza by¢ antynomiami, ale bywaja i takie przypadki.

Jest zapewne taki etap (albo kierunek) badan nad teoria, ze nawet tego typu zdania trzeba
bra¢ pod uwage ale nie sadzg, by w rozwoju teorii rozpatrywanie tych zdan bylo koniecznos$cia.
Przeciez zdanie Godla to majstersztyk w dziedzinie wykorzystywania aparatu matematycznego w
konkretnym celu. Ale czy taki cel nalezy sobie stawia¢? Czy pomimo swojego pigkna i tego jak
wplywa na ogdélny zarys matematyki, twierdzenie Godla wnosi do matematyki cos przydatnego?
Wydaje mi si¢, by¢ moze z braku wiedzy, ze jest to taka sztuka dla sztuki. Matematyka mogtaby si¢
dalej rozwijac tak jak si¢ rozwija nawet bez tego twierdzenia, w koncu czym jest jedno twierdzenie
wobec jej bezmiaru. Nawet gdyby przyjaé, ze arytmetyka jest sprzeczna (co jest duzo silniejsze niz
niemozno$¢ dowiedzenia jej niesprzecznosci), nie moglibySmy tak od razu zastapi¢ jej czyms$
innym, ani nawet nie istnialaby potrzeba, aby to robi¢ w wielu dziedzinach (praktycznych
zastosowan). Przeciez skoro przez tyle wiekow stuzyta nam w tych dziedzinach dobrze, to nie
przestalibysmy jej uzywac z powodu do$¢ sztucznie znalezionego twierdzenia.

Nie uwazam jednak, cho¢ moja wypowiedz moze trochg na to wyglada¢, ze badania nad
takimi twierdzeniami jak tw. Godla sa bez znaczenia w praktyce. Ich wyniki nierzadko okazuja si¢
kluczowe w innych dzialach matematyki (na przyktad same metody dowodzenia moga by¢
wykorzystane w innych sytuacjach). Tu znéw wida¢ prawdziwos¢ zdania Stefana Banacha
przytoczonego przeze mnie wyzej. Zadna praca wlozona w matematyke nie jest zmarnowana.
Wczesniej czy poézniej pojawia si¢ ktos, kto adaptuje matematyczng teori¢ do wilasnych
(praktycznych nierzadko) potrzeb.

Piekno teorii i nieskonczonosci

To bedzie niejako podsumowanie. Chciatbym tutaj wyrazi¢ swéj podziw dla teorii, ktéra
autorowi zajela jak czytatem ponad 10 lat pracy. 10 lat pracy to jednak mato w poréwnaniu z
nieskonczonos$cia. A tej jak mniemam Godel dotknat i jako jeden z nielicznych ja rozumiat.

W logice, a wlasciwie w calej matematyce i ogélnie w naukowych dociekaniach cztowieka,
zawsze pojawiato si¢ pojecie nieskonczonosci. Na poczatku bywal to po prostu nieogarnigty i
wszechmocny B6g. Potem wraz z rozwojem nauk ludzie zastanawiali, jak dzieli si¢ materia (tzn.
czy jest ciagla (a ciagto$¢ implikuje nieskonczonos€), czy ziarnista), formutowali takze problemy
napotkane podczas badania zbior6w nieskonczonych (paradoksy Zenona z Elei). Stopniowy rozwéj
nauk, przede wszystkim za$ wyniki teorii mnogosci i logiki matematycznej, pozwolit czg$¢ takich
probleméw rozwiaza¢. Mimo to pojawily si¢ nowe.

Wiasnie wtedy, wraz z powstaniem matematyki okreslanej jako wspélczesna, rozpoczela sig
préba chwalebna ale i beznadziejna: aksjomatyzacja wszelkich teorii matematycznych. Kiedy$
uwazano nawet, ze faktycznie matematyka jest nauka schytkowa i1 wlasciwie nie mozna uzyska¢ w
niej zbyt wielu nowych wynikéw. A koncepcja ta, jak i owa préba zakonczyty si¢ niepowodzeniem.
I cho¢ nawet teraz pojawiaja si¢ kandydatki na teori¢ wszystkiego, takie jak teoria strun w fizyce
czy teoria kategorii w matematyce to jednak doswiadczenie pokazuje, ze im wigksza i obszerniejsza
jest teoria, tym wigcej jeszcze okazuje si¢ nieopisane. Méwi sig, zupetnie stusznie, ze kazda
odpowiedz rodzi dziesiatki pytan. Kazdy nowy aksjomat rodzi nowe twierdzenia.



We wspaniaty sposob wpasowuje si¢ tu twierdzenie Godla. Nie tylko stwierdza, ze w kazde;j
teorii istnieja zdania prawdziwe-niedowodliw,e ale tez stwierdza, ze po ich dotaczeniu w poczet
aksjomatow pojawia si¢ nowe problemy. I zupetnie tak dzieje si¢ na naszych oczach. Dlatego
twierdzenie to zastuguje na szczeg6lna uwage jako twierdzenie o twierdzeniach, ktére nie dos¢, ze
trudne 1 pigkne, to prawdziwe 1 bliskie rzeczywistemu rozwojowi nauk.

Niesamowita ilo$¢ pozycji jakie mozna znalez¢ na jego temat pozwala na doglebne studia
nad problemem. Mam nadziejg, ze ja z moja skromna wiedza (ale 1 zapalem) nie naduzylem czasu
ani cierpliwosci czytelnika. Mysle, ze kazdy wyksztatcony cztowiek, nie tylko zawodowy
matematyk, powinien wiedzie¢ o wynikach Kurta Godla.
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