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Czy informatykom musi wystarczy¢
nieskonczonos¢ potencjalna?

Tytut niniejszego artykulu sugeruje, ze w informatyce istnieje praktyka po-
stlugiwania si¢ obiektami nieskonczonymi. Sugestia taka moze zaskakiwac,
poniewaz systemy informatyczne kojarza si¢ raczej z czym$ skonczonym, na
przyklad ze skonczonym zbiorem instrukcji programu komputerowego czy
skonczong liczbg elementéw w ukladzie scalonym. Efekt zaskoczenia ma tago-
dzi¢ ostatnie stowo tytutu, ktdre wyjasnia, ze wspotczesnych informatykow inte-
resuje raczej nieskonczonos¢ ,,staba”, zwana potencjalng (w opozycji do aktual-
nej czy urzeczywistnionej).

By¢ moze jednak silniejsze odwotania do struktur i proceséw nieskonczo-
nych sa w informatyce niezbedne... Tego tytut nie wyklucza, co sygnalizuje
wienczacy go znak zapytania. Potraktujmy ten znak jako zaproszenie do dysku-
sji inicjowanej ponizszym tekstem.

1. Nieskonczonos¢ w informatyce: dwa aspekty

1.1. Stosunek informatykow do nieskonczonosci mozna okre$li¢ jako ambi-
walentny. Z jednej strony, gdy koncentruja si¢ na teoretycznych modelach
obliczen, uzywaja nieskonczonosci bardzo chetnie. Wystarczy tu wspomnie¢
nieograniczong co do dlugosci tasme maszyn Turinga (ktoéra stanowi element
modelu obliczen cyfrowych), czy nieskonczong precyzje przetwarzania danych
ciagglych (ktorg zaktada si¢ w koncepcji obliczen analogowych). Warto przywo-
fa¢ takze nieco bardziej egzotyczne, lecz w pracach informatykow jak najbar-
dziej obecne, teorie maszyn, ktore mogltyby wykonywa¢ nieskonczong liczbe
operacji w skonczonym czasie. Jedng z nich jest przyspieszajaca maszyna Tu-
ringa (por. Shagrir 2004).
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Z drugiej strony, w odniesieniu do faktycznych implementacji obliczen, nie-
skonczonos¢ postrzega si¢ jako zrodlo rozlicznych klopotow. Klopotow, ktore
wyznaczaja nieprzekraczalne granice informatyki'. Na przyklad, istota proble-
moéw nieobliczalnych cyfrowo polega na tym, ze kazda proba ich rozwigzania
prowadzi do hipotetycznie nieskonczonych sekwencji operacji, o ktorych nie da
si¢ w skonczonym czasie stwierdzi¢, czy faktycznie beda wykonywane w nie-
skonczonos¢. W ich przypadku zatem klopotliwe odniesienie do nieskonczo-
nosci pojawia si¢ na dwoch poziomach: operacyjnym i metodologicznym. Istota
problemoéw NP-trudnych z kolei wyraza si¢ w tym, ze trzeba je rozwiazywac za
pomoca ogromnej, tj. praktycznie nieskonczonej, liczby elementarnych krokow?.
Warto podkresli¢, ze przypadio$é ta dotyczy kazdego mozliwego rozwigzania.
Zauwazmy jeszcze, ze W dziedzinie zadan wymagajacych zastosowania progra-
mow uczacych si¢ infinitystyczny ktopot moze pojawic si¢ na poziomie struktu-
ry programu. Aby bowiem schemat uczenia si¢ zapewnial maksymalng elastycz-
nos$¢ programu (a wiec zdolnos¢ do mozliwie szerokich zmian w interakcji ze
srodowiskiem), trzeba go modyfikowa¢ na nieskonczenie wielu poziomach,
zwigzanych z kolejnymi, coraz gltebszymi, kryteriami zmian jego struktury (zob.
Stacewicz 2016).

1.2. Juz powyzsze uwagi wskazuja, ze rozwazajac informatyczne zagadnie-
nie nieskonczonos$ci trzeba rozrdézni¢ jego dwa aspekty: teoretyczny (inaczej:
formalny) oraz fizyczny (inaczej: realny).

Ten pierwszy wiaze si¢ ze stricte formalnymi badaniami nad r6znymi mode-
lami obliczen (jak cyfrowy czy analogowy); ten drugi dotyczy faktycznych reali-
zacji obliczen za pomocag fizycznych nosnikéw i systeméw. Przy podejsciu
pierwszym nieskonczono$¢ postrzega sie jako wlasnosé teoretyczng (np. teore-
tycznie niekonczacy sie czas trwania procedury); przy drugim — jako co$ fizycz-
nie realizowalnego, a wiec obecnego w realnym $wiecie. Cho¢ obydwa aspekty
przenikaja si¢ — np. modele teoretyczne opisuja rozne sposoby fizycznej imple-
mentacji obliczen — to z metodologicznego punktu widzenia warto je rozdzielic.

Dopowiedzmy krétko, ze poczynione rozrdznienie zgadza si¢ dobrze z ,,po-
dwojng” naturg informatyki, ktora z pewnych wzgledow uchodzi za dyscypline
formalng (pokrewng matematyce), z innych natomiast — za nauke empiryczno-
-techniczng. Jej rys formalny ujawnia si¢ najpetniej w obszarze badan nad algo-

! 4 one nieprzekraczalne w tym sensie, ze aby je przekroczyé, to znaczy algorytmicznie roz-
wigza¢ dany problem, trzeba zalozy¢ jakie$ odniesienie do nieskonczonosci.

2 Przypomne, ze kazdy problem NP-trudny cechuje co najmniej wyktadnicza ztozonosé cza-
sowa. Ztozono$¢ taka okresla $rednig liczbe operacji elementarnych, jakie maszyna rozwiazujaca
problem musi wykona¢ dla danych o rozmiarze n. Przyktadowo: dla ztozonosci rzedu 2" i rozmia-
rze danych 50, otrzymujemy 2°° operacji do wykonania — co jest wielkoscia astronomiczng (prak-
tycznie nieskonczong).
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rytmami® oraz obliczalno$cia problemow; empiryczny za$ — w dziedzinie kon-
strukcji fizycznych automatéw do przetwarzania danych (urzadzen w gltownej
mierze elektronicznych)* (por. Knuth 1974; Denning 2005).

2. Dwa sposoby rozumienia nieskonczonosci potencjalnej
w informatyce

Dwojakie podejscie informatykéw do obiektow nieskonczonych — z jednej
strony formalne, z drugiej za$ fizykalne — znajduje swoje rozwinigcie w dwoja-
kim sposobie rozumienia nieskornczonosci potencjalnej. Jej pojecie znamy prze-
de wszystkim z matematyki, gdzie nieskonczonos$¢ potencjalng przeciwstawia
si¢ aktualnej®. Procz matematyki jednak istnieje inny, blizszy potocznym intui-
cjom, sposob ,,doj$cia” do interesujgcego nas typu nieskonczonosci. Zgodnie
z nim potencjalne to tyle, co hipotetyczne, a méwigc inaczej, hipotetycznie mo-
gace zaistnie¢. Z takiego punktu widzenia nieskonczono$¢ potencjalna bytaby
czym$ hipotetycznym, zatozonym, rozwazanym tylko i wylacznie w sposob
teoretyczny.

Ponizej rozwaze obydwa punkty widzenia, wskazujac dodatkowo ich wza-
jemne powigzania.

2.1. Znane z filozofii matematyki rozr6znienie mi¢dzy nieskonczonoscig ak-
tualng i potencjalng przedstawia si¢ nastepujaco (zob. tez Murawski 2014a).
Obiekty nieskoriczone aktualnie rozumie si¢ jako nieskonczenie liczne catosci,
ktore jako takie wlasnie mozna poddawaé pewnym ,,calo$ciowym” operacjom,
np. porownywac ze sobg czy przeksztalca¢ w innego typu obiekty. Jako naj-
prostsze i najbardziej powszechne przyklady wspomnianych catosci podaje si¢
zbiory liczb naturalnych (N) i rzeczywistych (R)®.

% Niektorzy metodologowie uwazaja algorytmike za jadro informatyki. Por. tytul ksigzki
Davida Harela (2000): Algorytmika. Rzecz o istocie informatyki, a takze artykut Donalda Knutha
(1974) o zwiazkach informatyki z matematyka.

* Innego typu przejawem empirycznosci informatyki sa tzw. obliczenia naturalne (ang. natu-
ral computing). Nazwa ta okresla si¢ wszelkiego rodzaju techniki obliczeniowe, ktore w istotnym
stopniu zaleza od zachodzacych w przyrodzie proceséw — wykorzystywanych wprost (czerpanych
z przyrody) lub nie wprost (poprzez realizacj¢ w systemach sztucznych obserwowanych w przyro-
dzie regul przetwarzania danych). Do technik naturalnych pierwszego typu naleza obliczenia
kwantowe, do kategorii drugiej zalicza si¢ chociazby obliczenia koneksyjne (realizowane przez
sztuczne sieci neuronowe) i ewolucyjne (por. Kari, Rozenberg 2008; Rozenberg, Back, Kok 2012).

® Wprowadzenie tego rozroznienia zawdzieczamy Arystotelesowi (por. Murawski 2014a).

® W odniesieniu do zbioréw N i R mozna poda¢ nastepujace typy wspomnianych wyzej cato-
Sciowych operacji: a) porownywanie liczebno$ci — w sensie cantorowskim zbiory N i R nie sa
réwnoliczne, czyli przystuguja im nieskonczono$ci réznych ,rzedéw”; b) zwezanie — zbidor R
mozna za pomoca odpowiednio dobranej funkcji przeksztalci¢ w rownoliczny z nim przedziat, np.
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Inny rodzaj matematycznych obiektow, ktére w przeciwienstwie do po-
przednich nazywa si¢ nieskonczonymi potencjalnie (nie zas: aktualnie czy cato-
$ciowo), ma charakter procesualny. Sa to w istocie pewne niekorczgce si¢ pro-
cesy (sekwencje), ktorych przebieg, a takze kolejne wyniki czastkowe, okresla
pewna precyzyjna reguta. To w tej wilasnie regule tkwi nieskonczona potencja
generowania kolejnych, réznych od siebie, wielkosci pewnego typu. Dobrym
przyktadem obiektu potencjalnie nieskoniczonego jest ciag liczbowy — rozwaza-
ny jednak nie jako cato$¢ mozliwych do uzyskania elementow, lecz jako zawsze
»hiegotowa”, nigdy niezakonczona sekwencja kolejnych wartosci. Rozwazmy
dla ilustracji cigg liczb naturalnych {a,}, ktory okresla reguta postaci ,,a0=1
i a,=2n+1 dla kolejnych n naturalnych” (albo inaczej i opisowo: do kazdej
kolejnej wartos$ci poczawszy od 1 dodawaj 2). W przypadku tak okreslonego
ciagu mamy do czynienia z nieskonczonym potencjalnie (tj. wciaz generowa-
nym) ,,zbiorem” liczb nieparzystych’.

Poniewaz pojecie nieskoniczonos$ci potencjalnej zaktada istnienie pewnej re-
guty determinujacej przebieg ,,co$-liczacego” procesu, pozostaje ono bliskie
informatyce. W kontekscie informatycznym wspomniang regute trzeba utozsa-
mi¢ z programem definiujacym sekwencje krokéw wiodacych od danych po-
czatkowych do wyniku. Odniesienie do nieskonczonosci potencjalnej staje si¢
szczegoOlnie wyrazne wowczas, gdy program stuzy do rozwigzywania proble-
méw z dowolng zadana doktadnoscia®. Im wyzsza doktadnosé okresli uzytkow-
nik, tym wigcej krokéw musi wykona¢ program i tym lepszy wynik generuje.
Mowiac za$ inaczej: potencjalnie nieskonczonemu ciaggowi coraz wyzszych
doktadnosci odpowiada niekonczacy si¢ szereg coraz lepszych wynikow.

Wkroczywszy na teren informatyki, warto przywotac jeszcze jeden, niezwy-
kle wazny dla dalszych wywodow, przyktad roéznicy miedzy nieskonczonos$cia
potencjalng i aktualng. Chodzi o liczby obliczalne (ang. computable) i nieobli-
czalne (ang. uncomputable). Ich rozr6znienie zawdzigczamy Alanowi Turingo-
wi, ktory w roku 1936 opracowat koncepcje abstrakcyjnej maszyny programo-
walnej i za jej pomoca dokonal nowego, nieznanego dotychczas, podziatu liczb
rzeczywistych (de facto: niewymiernych) na dwie dopelniajgce sie czesci (zob.
Turing 1936). Liczby obliczalne zdefiniowat jako te sposrod rzeczywistych, dla
ktoérych istnieje obliczajagca je maszyna Turinga — obliczajaca je cyfra po cyfrze,

(0,1); ¢) wyodrebnianie — ze zbioru R mozna wyodrebnié jako jego podzbior wiasciwy zbior N,
czyli inny obiekt nieskoniczony o innej mocy.

" Warto dopowiedzie¢, ze w przypadku typowych dla analizy matematycznej wyrazen typu
lim,_,.f(n) mamy do czynienia z nieskonczonos$cia potencjalna. Zapis ,,n — «”, czyli ,,n dazy do
nieskonczono$ci”, znaczy tyle, ze zgodnie z pewna regula n staje si¢ coraz wieksze (w przypadku
n naturalnych chodzi o regulg ,,n —>n+17).

8 Przyktadem takiego problemu jest wyznaczanie catki Riemanna (w podanym przedziale) za
pomoca jednej z metod numerycznych (zob. np. Fortuna, Macukow, Wasowski 2015).
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z dowolng zadang doktadnoscig. Liczby nieobliczalne okreslit za$ jako takie, dla
ktorych wspomniana maszyna-program nie istnieje. Udowodnit przy tym, ze
liczb nieobliczalnych musi by¢ nieskonczenie wiele®.

Przywotane charakterystyki kazg stwierdzi¢, ze liczbom obliczalnym, o ile
majg one nieskoficzone przedstawienie™, przystuguje nieskonczonosé¢ potencjal-
na, okreslona $cisle przez generujacy te liczby program (generujacy je z dowol-
ng zadang doktadno$cig)'. Liczby nieobliczalne natomiast cechuje nieskonczo-
nos$¢ aktualna. Poniewaz nie istnieje wyznaczajaca je regula, trzeba je traktowac
jako zdefiniowane w okreslony sposob nieskonczone catosci — catosci rozumia-
ne jako ogodt tworzacych je cyfr, ktorych jednak nie sposob sukcesywnie wyzna-
cza¢ za pomocg skonczonego programu.

Rozroznienie powyzsze jest dla informatyki niezwykle wazne, poniewaz
programy komputerowe mozna kodowac jako liczby (chociazby ciagi zer i jedy-
nek) i dzieki temu pewne rozwazania dotyczace programow prowadzi¢ w ,,prze-
strzeni liczb”. Wobec takiej mozliwos$ci pojawia si¢ bardzo interesujace pytanie
o to, czy odkrytym przez Turinga liczbom nieobliczalnym (nieskonczonym
aktualnie) odpowiadaja jakie$ programy. Temat rozwing w punkcie 3.3.

2.2. Kolejny z anonsowanych wcze$niej sposobow rozumienia nieskonczo-
nosci potencjalnej nie jest osadzony tak gleboko w filozofii matematyki, wywo-
dzi si¢ jednak z refleksji nad stosunkiem teorii (rowniez matematycznych) do
rzeczywistosci. Rozwazajagc 6w stosunek, dochodzi si¢ do przekonania (domy-
shu), ze obiektom teoretycznym (w tym: liczbom) przystuguje dwojaki sposob
istnienia. W same;j teorii istnieja one faktycznie — jako obiekty okreslone za po-
mocg definicji lub poprawnych dowodow istnienia; poza teorig natomiast istnie-
ja hipotetycznie lub potencjalnie — jako co$, czego byt musza dopiero potwier-
dzi¢ wiarygodne obserwacje i eksperymenty. Odpowiednie przyktady podam
w kolejnych akapitach.

Hipotetyczny, a wigc ogranic@ do pewnej teorii, sposob istnienia przy-
shuguje miedzy innymi obiektom nieskonczonym (ktére zreszta stanowig ko-
nieczny sktadnik wielu teorii matematycznych). I w tym wlasnie, réznym od

® Doktadniej za$: zbiér liczb nieobliczalnych ma moc continuum, czyli jest réwnoliczny ze
zbiorem liczb rzeczywistych. Wiecej informacji o liczbach nieobliczalnych zawierajg nastgpujace
zrédta: 1) Chaitin 1998 oraz 2) wpis w blogu Cafe Aleph pt. O liczbach nieobliczalnych na chtop-
ski rozum autorstwa P. Stacewicza (<http://marciszewski.eu/?p=4490>, dostep: 20.04.2017).

10 Wsrod liczb obliczalnych nie wszystkie sa nieskonczone w sensie posiadania nieskoficzonej
reprezentacji dziesi¢tnej. Na przyktad, wszystkie liczby naturalne sa obliczalne i w powyzszym
sensie skonczone; natomiast wymierne liczby okresowe sg obliczalne i nieskonczone (podobnie
jak wszystkie obliczalne liczby wymierne, jak e czy m).

' Na przyklad: dla niewymiernej liczby obliczalnej i (pi) 6w program moze byé tozsamy

o0 . n
z programem liczacym sumy czgstkowe nastepujacego szeregu: 4- Z% .
no &N+


pstacewi
Notatka
sformułowanie "ograniczony do" proszę zmienić na "określony w ramach"
Powinniśmy w ten sposób uzyskać określenie "Hipotetyczny, a więc określony w ramach pewnej teorii..."
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poprzedniego, sensie mozna mowi¢ o nieskonczonosci potencjalnej. Jest ona
potencjalna, poniewaz postuluje si¢ ja w teorii, nie przesadzajac przy tym, czy
istnieje w §wiecie.

I tak: w fizyce teoretycznej wolno rozwaza¢ potencjalng podzielno$¢ materii
ad infinitum, powotujac si¢ nawet na mozliwos¢ definiowania liczb dowolnie
bliskich zeru; nie wiadomo jednak, czy witasno$¢ ta faktycznie materii przy-
stuguje. W informatyce z kolei: proponuje si¢ teoretyczne modele maszyn ana-
logowych — maszyn, ktére potrafia uwzglednia¢ nieskonczenie mate roznice
miedzy wielko$ciami cigglymi; nie wiadomo jednak, czy automaty takie sg
realizowalne w praktyce (por. Mycka 2010).

2.3. Podsumowujac powyzsze analizy i wyjasnienia, mogg¢ stwierdzi¢, co na-
stepuje. Z uwagi na dualny, tj. formalno-fizykalny, status badan informatycz-
nych (zob. 1.2), nalezy rozr6zni¢ dwa informatyczne sposoby rozumienia nie-
skonczonosci potencjalne;.

W sensie matematycznym (formalnym) nieskonczonos¢ jest potencjalna, je-
§li nie istnieje jako catos¢ — istnieje zawsze fragmentarycznie, na mocy dobrze
okreslonej reguly, ktora pozwala w sposdb niewyczerpywalny generowaé kolej-
ne, rézne od siebie wielkoSci pewnego typu. Znaczenie to pojawia si¢ zatem
w ramach matematycznej opozycji potencjalne — aktualne.

W sensie fizycznym natomiast nieskonczonos¢ jest potencjalna, jesli istnieje
hipotetycznie, na poziomie teorii, ktora niekoniecznie musi mie¢ przetozenie na
rzeczywisto$¢ 1 osadzone w niej praktyczne rozwigzania. W tym znaczeniu
obiektyl 2potencjalnie nieskonczone sa hipotetycznymi konstrukcjami ludzkiego
umystu™.

3. Nieskonczonos¢ z perspektywy maszyn Turinga

Uniwersalna maszyna Turinga — opisana pierwotnie w pracy Turinga (1936)
— uchodzi za najbardziej sugestywny model programowalnych komputerow
cyfrowych. Sugestywno$¢ ta bierze si¢ po pierwsze z faktu, ze jest to raczej pro-
sty obiekt matematyczny, a po drugie stad, ze przypomina on realng maszyng —
z ta§ma, glowica, rejestrem stanéw i mechanizmem sterujacym. Smiato mozna
powiedzie¢, ze obecne w turingowskim modelu potaczenie abstrakcji z fizycz-

12 Obydwa zestawione ze soba sposoby rozumienia nie pokrywaja sie. Dowodzi tego chociaz-
by fakt, Zze nieskonczono$¢ potencjalng w sensie fizycznym wolno przypisywaé zarowno takim
obiektom matematycznym, ktore sg nieskonczone potencjalnie, jak i aktualnie. Obydma_zatem
typy obiektow nieskonczonych mozna uwaza¢ za obiekty teoretyczne (by¢ moze tylK wigc
czysto potencjalnie izowalne w $wiecie fizycznym). W szczegdlnosci: niekonczace si¢ proce-
sy obliczeniowe (n@potencjalna W sensie matematycznym) mozna uwazaé za rownie fizycznie
,podejrzane”, jak nieskonczenie liczne catosci (n@aktualna w sensie matematycznym).


pstacewi
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nos$cig okreslito wstepnie przyszly profil informatyki (jako nauki po czgéci for-
malnej, a po czgsci empiryczne;j).

3.1. Na pierwszy rzut oka jedyny nieskonczony element maszyny Turinga
stanowi fasma — begdaca teoretycznym odpowiednikiem pamigei realnych kom-
puterow. Wnikliwsza analiza odstania jednak dwa inne, powigzane z nieskon-
czonoscig, aspekty omawianego modelu. Po pierwsze, jest to zapewniana przez
wspomniang tasm¢ dowolna, a wigc nieskonczenie duza, dokfadnos¢ obliczen.
Wilasno$¢ ta stanowi o sile modelu i opartych na nim konstrukcji: zaleznie od
zadanej precyzji obliczenia mogg trwac krocej lub diuzej, zawsze jednak,
w skonczonej liczbie krokdéw, pozwalaja uzyska¢ odpowiednio doktadny wynik.
Aspekt drugi odpowiada z kolei za powazne ograniczenia modelu. Chodzi
o mozliwo$¢ powstawania nieskonczonych sekwencji obliczen, o ktérych nie
sposob stwierdzi¢ w skonczonym czasie, czy kiedykolwiek si¢ skoncza (ewentu-
alnie: czy beda powtarzane w nieskonczono$¢ z zachowaniem pewnego regular-
nego cyklu™). Wiasnos¢ ta powoduje, ze istnieja problemy nieobliczalne zasad-
niczo — do ktorych nalezg m.in. problem stopu maszyn Turinga czy zagadnienie
rozwigzywalno$ci rownan diofantycznych (zob. Harel 2000).

Warto podkresli¢, ze obydwie wskazane wlasnosci — pozytywna i negatywna
— odnosza si¢ odpowiednio do nieskonczonosci potencjalnej i aktualnej (w sen-
sie matematycznym). Nieskonczong doktadno$¢ obliczen — ktora zapewnia nieo-
graniczenie dluga taSma maszyny — trzeba interpretowac potencjalnie, poniewaz
chodzi o doktadnos$¢ ,,na zyczenie”. Im wickszej doktadnosci zazyczy sobie
uzytkownik, tym wiecej obliczen maszyna wykona i tym wiecej zasobow (ko-
morek tasmy) zuzyje. Podkre§lmy: maszyna nie jest w stanie przeprowadzi¢
nieskonczenie wielu obliczen, lecz moze ich wykonywa¢ dowolnie duzo. Innymi
stlowy, program maszyny zapewnia potencjalnie dowolna (w domysle: coraz
wiekszg) precyzje rezultatu™,

Nieskonczone i nieregularne sekwencje obliczen sa z kolei przyktadem nie-
skonczonosci aktualnej. Z matematycznych rozumowan wiadomo, ze mogg one
zaistnie¢ i ze wystgpuja przy okazji rozwigzywania okreslonych problemow.
Mimo to za pomoca zadnego skonczonego programu (dla maszyny Turinga) nie
sposob przewidzie¢ ich przebiegu. Sa dane jako cato$¢. Moga si¢ dokonywac,
ale zawczasu, bez wykonania nieskonczonego obliczenia, nie ma dostgpu do
wiedzy o ich kolejnych czastkowych wynikach. Sa zatem nieskonczone aktual-
nie. Owa aktualno$¢ powoduje, ze bez uzycia fizycznej maszyny wykonujace;

13 Regularng cykliczno$é mozna by potraktowaé jako pewien wariant zakoficzenia pracy.

YW warstwie matematycznej, w najwigkszym mozliwym uproszczeniu, mogliby$my powie-
dzie¢, ze maszyny Turinga potrafig generowac tylko liczby obliczalne, a te sa definiowane jako
liczby, ktorych warto$ci mozna wyznacza¢ z dowolng zadang doktadnos$cia; przystuguje im zatem
nieskonczono$¢ potencjalna (zob. 2.1).
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od razu (aktualnie) nieskonczenie wiele krokow, pewnych probleméw nie moz-
na fizycznie rozwigzac (zob. rozdz. 4).

3.2. Z powyzszych uwag wynika, ze mozliwosci maszyn Turinga, a wraz
z nimi wszelkich komputerow cyfrowych, sg ograniczone ze wzglgdu na nie-
moznos¢ wykroczenia poza ramy nieskonczonos$ci potencjalnej. Maszyny takie
moga zrobi¢ tylko to, co da si¢ osiagna¢ sukcesywnie, dzieki potencjalnie coraz
wigkszym pamigciom, szybkosciom, ciggom wykonywanych operacji etc...

Jesli idac dalej, uznamy, ze uniwersalna maszyna Turinga stanowi jedyny
efektywnie realizowalny model obliczen™, to musimy daé¢ odpowiedz pozytyw-
ng na tytulowe pytanie pracy. TAK, informatykom musi wystarczy¢ nieskoriczo-
nos¢ potencjalna — przynajmniej wowczas, gdy rozwazaja realne mozliwosci
coraz szybszych i bogatszych w zasoby maszyn (czemu odpowiada w modelu
potencjalnie nieskonczona tasma). Zgodnie z takim przekonaniem dla kolejnych
generacji maszyn bedzie osiggalne tylko to, co umozliwiaja: potencjalnie (a nie
aktualnie) nieskonczona tasma maszyny Turinga oraz potencjalnie (a nie aktual-
nie) nieskonczone ciagi obliczen.

3.3. Przeciwko zarysowanej w poprzednim punkcie tezie mozna zglosi¢ na-
stepujacy zarzut. Wprawdzie pojecie nieskoriczonosci potencjalnej pozwala
uchwyci¢ istote tego, co dla maszyn Turinga jest wykonalne; nie pozwala jednak
rozpozna¢ tego, co niewykonalne (a takze przyczyn owej niemozno$ci). Mozna
powiedzie¢ nawet ostrzej: przy realnych probach okreslania ograniczen maszyn
cyfrowych wydaje si¢ ono bezuzyteczne.

Dopiero pojecie nieskonczonosci aktualnej daje mozliwosé skutecznego
wgladu we wspomniane ograniczenia — wgladu, ktory prowadzi do zrozumienia,
dlaczego bez fizycznej realizacji jakichs postaci nieskonczonosci aktualnej pew-
nych probleméw nigdy nie uda si¢ rozwigzaé. Wyjasni¢ to na dwa sposoby.

Sposob pierwszy nawiazuje do faktycznie stosowanej przez informatykow
strategii przezwyci¢zania problemow nieobliczalnych (cyfrowo). Jak wiadomo,
problemy takie nie moga zosta¢ rozwigzane za pomoca jednego uniwersalnego
algorytmu, ktéry miatby zastosowanie do ich wszelkich mozliwych przypadkoéw
szczegolnych (czyli: dla wszelkich mozliwych danych wejsciowych). Mimo to,
tj. mimo pojetej ogodlnie nierozwigzywalnosci, kazdy nieobliczalny problem P
mie$ci w sobie pewne podproblemy P;, dla ktorych istniejg wystarczajaco efek-
tywne algorytmy ,,lokalne” A;'°. Okazuje si¢ jednak, ze Zzaden zupelny podziat

1 Jest to w istocie pewne sformutowanie stynnej tezy Churcha-Turinga, ktora w odniesieniu
do modelu uniwersalnej maszyny Turinga (i wszelkich rownowaznych jej konstrukcji formalnych)
glosi, ze ,,funkcja jest efektywnie obliczalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest obliczalna za pomoca
uniwersalnej maszyny Turinga” (por. Harel 2000; Mycka, Olszewski 2015).

18 Wezmy za przyklad problem rozstrzygania, czy dowolne réwnanie diofantyczne ma choé
jedno rozwigzanie w liczbach catkowitych. Jest to problem nieobliczalny. Mimo to, wsrod wszel-
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problemu P na warianty P; nie moze sktada¢ si¢ ze skonczonej liczby wariantow
Pi. Gdyby tak bylo, wowczas istniatby zbiorczy algorytm A (bedacy nawet sumag
algorytmow A;), ktory rozwigzywalby problem P we wszystkich przypadkach
szczegolnych. To za$ jest wykluczone ze wzgledu na udowodniong matema-
tycznie nieobliczalno$¢ P. Problemow P, a wraz z nimi algorytméw A;, musi
by¢ zatem nieskonczenie wiele — aktualnie nieskoriczenie wiele. I na tym wlasnie
polega przyczyna nieobliczalnos$ci oryginalnego zagadnienia.

Drugi sposob objasniania roli nieskonczonosci aktualnej w rozpoznawaniu
ograniczen technik cyfrowych odwotuje si¢ do pojecia liczby nieobliczalnej.
Ot6z wiadomo, ze maszyny Turinga potrafig rozwigzywac tylko takie problemy,
ktérych rozwiazania wyrazaja si¢ (przy pewnej metodzie kodowania) przez licz-
by obliczalne. Wielkosciom tym, jak pamigtamy z punktu 2.1, przystuguje
nieskonczono$¢ potencjalna. Od czasow Turinga wiemy jednak, ze procz nich
istniejg liczby nieobliczalne, ktére musza odpowiada¢ hipotetycznym kodom
algorytmow rozwiazujacych problemy nieobliczalne. Liczbom tym przystu-
guje jednak nieskornczonos¢ aktualna. 1 to ona wlasnie powoduje, ze dla pew-
nych probleméw hipotetyczne turingowskie algorytmy nie istniejg w postaci
skonczonej.

Podsumowujac: pojecie nieskonczono$ci aktualnej — czy to odniesione do
liczb, czy do podziatu probleméw na podproblemy — jest informatykom nie-
zbedne do tego, by odkrywaé problemy nieobliczalne i uzasadnia¢ ich nieroz-
wigzywalnosé"'.

4. Wzmacnianie maszyn Turinga
za pomoca nieskonczonosci

Jak kilkukrotnie juz zostato stwierdzone, ograniczenia obliczen cyfrowych
sa pochodng faktu, ze opisujacy je formalnie model uniwersalnej maszyny Tu-
ringa dopuszcza postugiwanie si¢ tylko i wytacznie nieskonczonoscia potencjal-
ng. W zwigzku z tym nasuwa si¢ taka oto mysl, ze model 6w mozna wzmocnié,
wprowadzajac don elementy nieskonczone aktualnie.

kich mozliwych réwnan diofantycznych znajduja si¢ takie ich typy, ktorych rozwigzywalnos¢ daje
si¢ sprawdza¢ przy uzyciu wyspecjalizowanych algorytméw lokalnych.

Y Dodajmy w przypisie, ze pojecie nieskonczonosci aktualnej umozliwia jeszcze jedna, istot-
na dla informatyki teoretycznej, procedurg. Pozwala mianowicie stwierdzaé, ze pewne modele
obliczen sa rownowazne uniwersalnej maszynie Turinga. Aby to stwierdzié, trzeba potraktowac
taSme maszyny jako nieskonczong aktualnie cato$¢ i udowodnié, poprzez odpowiednie catosciowe
przeksztalcenie, ze stanowi ona odpowiednik pewnego nieskonczonego obiektu w innym modelu.
W ten sposob, na przyktad, dowodzi si¢ rownowazno$ci modelu maszyny wielotasmowej i jedno-
tasmowej (por. Harel 2000).
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Okazuje sig, ze informatyczna teoria dostarcza dobrych (cho¢ teoretycznych)
rozwigzan w tym zakresie. Sg nimi pewne rozszerzenia turingowskiego modelu
obliczen, ktére dopuszczaja badz przetwarzanie sygnatow ciggltych (a nie
tylko dyskretnych), badz wykonywanie nieskonczonej liczby operacji w skon-
czonym czasie.

4.1. Rozszerzenia pierwszego typu okre$la si¢ w informatyce mianem ana-
logowych™®. Polegaja one na takim poszerzeniu definicji obliczef, by mozna je
bylo przeprowadza¢ na danych ciaglych, reprezentowanych matematycznie
przez liczby rzeczywiste ze wskazanego przedzialu — np. z przedziatu [0,1] be-
dacego rozszerzeniem dyskretnego zbioru {0,1}. Ujmujac rzecz fizycznie, da-
nym takim odpowiadajg pewne ciaggte wielkosci mierzalne, takie jak natezenia,
napigcia i potencjaly elektryczne. W $lad za poszerzeniem dziedziny mozliwych
danych idzie wskazanie pewnych operacji podstawowych (jak r6zniczkowanie
czy catkowanie), ktore wystarczajag do wyznaczania wartosci wszelkich funkcji
ztozonych z pewnej klasy (np. z klasy rekurencyjnych funkcji rzeczywistych,
zob. Mycka 2010). Pierwszy teoretycz odel technik analogowych-ciagtych
zawdzigczamy C. Shannonowi (1941); skrotowy przeglad modeli bardziej
wspotczesnych zawiera praca Mycki i Piekarz (2004).

Jesli chodzi o obecng w teorii obliczen analogowych nieskornczonosé aktual-
ng, to przejawia si¢ ona dwojako. Po pierwsze, zalozenie cigglosci danych po-
woduje, ze trzeba dopusci¢ nieskonczenie mate roznice migdzy przetwarzanymi
i odczytywanymi sygnatami. Bez takiej mozliwosci analogowo$¢ bytaby spro-
wadzalna do cyfrowos$ci. Po drugie, wspomniane wyzej zalozenie zmusza do
przyjecia, iz maszyna analogowa jest w stanie rozréznia¢, odbierac i przetwarzac
wielkos$ci nieobliczalne (wyjasnialem wcze$niej, ze sg one nieskonczone aktual-
nie). Wynika to z faktu, ze liczby nieobliczalne stanowia konieczny sktadnik
kazdego ciaglego przedziatu liczb rzeczywistych (reprezentujacych przetwarza-
ne sygnaty).

Dzieki ,,dopuszczonej do dziatania” nieskonczonos$ci aktualnej obliczenia
analogowe wykazuja wigkszq moc niz cyfrowe. To znaczy, ze pozwalaja rozwia-
zywaé problemy nieobliczalne dla maszyn Turinga, jak chociazby zagadnienie
stopu. Méwi o tym zar6wno intuicja (skoro potrafimy generowac liczby nieobli-
czalne, to potrafimy znajdowac rozwigzania problemoéw nieobliczalnych), jak
i odpowiednie twierdzenia matematyczne (zob. Mycka, Piekarz 2004 oraz
Pour-El 1974). Pozostaje jednak pytanie, czy rozwijajace intuicje twierdzenia

18 Cho¢ trzeba przyzna¢, ze jest to tylko jedno z kilku mozliwych rozumien analogowosci.
W tym przypadku chodzi o utozsamienie obliczen analogowych z ciaglymi (tj. dopuszczajacymi
operacje na ciagtych danych). Analogowos$¢ w innym znaczeniu polega na realizowaniu obliczen
matematycznych za pomocg ich fizycznych analogonow, czyli tzw. naturalnych proceséw oblicze-
niowych (por. Kari, Rozenberg 2008; Stacewicz 2017).


pstacewi
Notatka
Usunąć średnik i słowo "zaś". Dać kropkę po nawiasie, a po niej rozpocząć zdanie od "Skrótowy".
Powinniśmy zatem uzyskać:
... zawdzięczamy C. Shannonowi (1941). Skrótowy przegląd...
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opisuja faktyczny potencjat mozliwych do fizycznego skonstruowania uktadow
obliczeniowych?

4.2. Innego rodzaju sposob wzmacniania obliczen turingowskich mozna
okresli¢ mianem infinityzmu operacyjnego. Chodzi o mozliwo$¢ wykonywania
nieskonczenie wielu operacji w skonczonym czasie, na co nie pozwala klasycz-
ny model Turinga. Najprostszym bodaj przyktadem modelu infinitystycznego
W sensie operacyjnym jest przyspieszajgca maszyna Turinga, ktora kazdg kolej-
ng operacje wykonuje dwa razy szybciej niz poprzednia — dzigki temu w czasie
rownym dwukrotnosci czasu trwania pierwszej operacji jest w stanie ,,zmie$ci¢”
nieskonczong liczbe obliczen™.

Inna grupa modeli odwotuje si¢ do teorii fizycznych (a nie tylko abstrak-
cyjnych koncepcji obliczania), ktore przewiduja, ze w pewnych uktadach, a po-
nadto z punktu widzenia szczegdlnego obserwatora, czas moze ptynaé nie-
skonczenie szybko. Mowiac doktadniej: gdy w ukladzie obserwatora zachodzi
skonczona liczba zdarzen, w uktadzie obserwowanym zdarzen tego typu zacho-
dzi nieskoficzenie wiele?®. Wskazuje sic nawet konkretne obiekty kosmiczne
(np. czarne dziury Kerra), w poblizu ktorych opisany efekt mogtby wystepowac.
Dla teorii obliczen istotny jest fakt, ze zapewniajace 6w efekt zjawiska fizyczne
mozna by wykorzystywac jako naturalne, faktycznie gdzies$-istniejgce, procesy
obliczeniowe. Co najwazniejsze jednak, owe fizycznie dostepne nieskonczono-
$ci aktualne zapewniatyby (niejako z definicji) rozwiazywanie problemow nie-
obliczalnych — nrableméw, ktére od maszyn Turinga wymagaja nicosiggalnej
dla nich nieskoej liczby operacji.

4.3. Podsumowujac sygnalizowane wyzej metody wzmacniania obliczen tu-
ringowskich, trzeba stwierdzi¢, ze jakkolwiek polegaja one na przezwyci¢zaniu
nieskonczonosci potencjalnej w sensie matematycznym, to pozostajg one — jako
modele teoretyczne — na poziomie nieskonczono$ci potencjalnej w sensie fizycz-
nym. Moéwiac inaczej: proponowane metody wykorzystywania nieskonczonosci
aktualnej sg czysto teoretyczne, a wiec hipotetyczne. Statyby sie przydatne
wowczas, gdyby postulowana nie nieskonczono$¢ aktualna byla bytem
rzeczywistym, a nie potencjalny

W szczegblnoscei: silniejsze od cyfrowych techniki analogowe bytyby reali-
zowalne wtedy, gdyby faktycznie istniaty ciagle wielkosci fizyczne; za$ techniki
infinitystyczne w sensie operacyjnym bylyby implementowalne wowczas, gdyby
wystepowaty w przyrodzie procesy nieskonczone, ktérych wynik da si¢ poznac
w skonczonym czasie. Jak wiadomo jednak, realny byt wspomnianych wielkosci
i procesow stoi pod duzym znakiem zapytania.

19 W sprawie innych modeli tego typu zob. Ord 2006.
20 Wyijasnia to teoria wzglednosci, stosowana w ramach modeli czasoprzestrzeni Malamenta-
Hogartha (zob. Etesi, Nemeti 2002).


pstacewi
Notatka
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5. Nieskonczonos¢ w informatyce: konieczna czy zbedna?

Zgodnie z deklaracja dang na wstepie — ze niniejszy tekst jest zaproszeniem
do dyskusji — chcialbym go zakonczy¢, przywotujac ﬁkcyjnsy trzech in-
formatykow, reprezentujacych trzy sposoby podejscia do zagadmienia nieskon-
czonos$ci w informatyce. Ich wypowiedzi nalezy potraktowac jako wstepne
odpowiedzi na pytanie tytutowe artykutu®".

Glos pierwszy nalezy do informatyka-praktyka, ktory widzi sprawe nastepu-
jaco: ,,Informatyce nie jest potrzebna zadna, nawet najstabsza, forma nieskon-
czono$ci — ani potencjalna w sensie matematycznym, ani potencjalna w sensie
fizycznym. Maszyny i programy zawsze bedg obiektami skorczonymi, ktore
trzeba bada¢ i konstruowaé na sposob inzynierski, bez angazowania matema-
tyczno-filozoficznej kategorii nieskonczonosci”.

Inny poglad prezentuje drugi dyskutant, ktérego moglibysmy nazwaé teore-
tykiem-realistq: ,Informatyka potrzebuje matematycznej teorii nieskonczonosci
(potencjalnej i aktualnej), poniewaz teoria ta daje wglad w ograniczenia infor-
matycznych technik. W szczegdlnos$ci: teoria liczb nieobliczalnych wyjasnia, na
czym polegaja ograniczenia technik cyfrowych, modelowanych za pomoca uni-
wersalnej maszyny Turinga”.

Jeszcze bardziej pronieskonczono$ciowe nastawienie reprezentuje teoretyk-
wizjoner, ktory wyraza je nastgpujaco: ,,Oprocz matematycznych teorii nieskon-
czonosci informatyce sq potrzebne — niejako na zapas — pewne teorie przyrodni-
cze, postulujace istnienie nieskonczonos$ci w §wiecie fizycznym. By¢ moze
bowiem w juz niedalekiej przysztosci uda sie obliczenioykorzystaé nie-
skonczone wielkosci i procesy fizyczne” (moze warto podac, Ssax jest ten cytat?).

Wypada—zadeklarowa¢ na koniec, ze jako autor przedstawionego tekstu staje
po Stronie etyka-realisty, ktory dodatkowo, z wielka ciekawo$cig i uwaga,
wshuchuje si¢ w glosy nieobawiajgcych si¢ nieskonczonosci wizjonerow.
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