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— Woyktad 4. Obliczalnos¢ i nieobliczalnosé —

Dwa konteksty obliczalnosci

= problemy (kontekst informatyczny)

OBLICZALNE i
NIEOBLICZALNE

» liczby (kontekst matematyczny)

Problem nieobliczalny
jest to problem nierozwigzywalny algorytmicznie (w ogole lub tylko praktycznie),
za pomocg algorytmdéw danego typu.

Przyktad: problem stopu maszyny Turinga.
Liczba nieobliczalna

jest to taka liczba niewymierna, w przypadku ktdrej nie istnieje algorytm
obliczania kolejnych cyfr jej rozwiniecia dziesietnego (od pewnego miejsca).

Przyktad: liczba Q G. Chaitina.

Uwaga Klasycznie obliczalnos¢ definiuje sie w odniesieniu do maszyn cyfrowych.
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Od problemow do liczb

Teza

Informatyczny kontekst obliczalnosci (kwestie algorytmicznej rozwigzywalnosci
problemow) daje sie sprowadzi¢ do kontekstu matematycznego (liczbowego).

DLACZEGO ?

= Bo jesli pewien problem ma algorytmiczne rozwigzanie, to istnieje
rozwigzujacy go program komputerowy, a poniewaz komputerowa realizacja
programu jest ciggiem obliczen, to sam problem ma pewne rozwigzanie
liczbowe (ktére cztowiek tak lub inaczej interpretuje).
Krotko: rozwigzanie problemu jest liczba.

= Bo rozwigzujgcy dany problem program komputerowy, mozna przedstawic
jako pewnag liczbe (przyjmujac okreslong metode kodowania).
Krétko: metoda rozwigzania (program) jest liczba.
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Informatyczny kontekst obliczalnosci

Jesli jest dany problem P, to:

= albo istnieje efektywny program rozwigzujacy problem P
(0 matej ztozonosci czasowej/pamieciowe)).

= albo istniejg tylko nieefekiywne programy rozwigzujgce P
(o duzej ztozonosci czasowej/pamieciowej).

= albo nie istnieje zaden program rozwigzujacy P
(we wszystkich przypadkach szczegolnych).

Obliczalnosc problemu P zalezy od tego, ktora z powyzszych
alternatyw jest dla problemu P prawdziwa.

Kluczowe pojecia: efektywnos¢, ztozonosé, rozwigzywalnoseé.
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7ZX.0ZONOSC czasowa algorytmow

. o o 0 N\
Ztozonos¢ czasowa jest to: czas

= wtasnosc¢ algorytmow, ktéra informuje o tym, jak
rosnie czas wykonywania algorytmu, gdy rosnie

. Cy dane
rozmiar danych wejsciowych.

~
7

Miara ztozonosci sg funkcje matematyczne, na przyktad: n, n?, log,n, n-log,n, 2"

O(n) ztoZonos¢ liniowa
O(n2) ztozonos¢ kwadratowa
O@") ztoZonos¢ wyktadnicza

Ztozonosc¢ czasowa problemu jest to ztozonos¢ czasowa najszybszego
algorytmu rozwigzujgcego ten problem.



czas wykonania

— Woyktad 4. Obliczalnos¢ i nieobliczalnosé —

Jak szybko rosnq funkcje ztozonosci?
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ot [ y=n-log;n
207
lD—— -_-________-- ------------------------- y=n
0 - — IE I4 I-s IE- lI'CI y—logzn
rozmiar danych |

Funkcje logarytmiczne i wielomianowe rosng wolno.

Funkcje wyktadnicze i silnia rosng bardzo szybko !
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Funkcje ztoZonosci i ich wartosci

n=50 n=100 n=300

5N 50 250 500 1500

n-log,n 33 282 665 2469

n2 100 2500 10000 90000

on 1024 liczba liczba liczba
16-cyfrowa | 31-cyfrowa | 91-cyfrowa

" 3600000 liczba liczba liczba
65-cyfrowa | 161-cyfrowa | 623-cyfrowa

Uwaga! Liczba protonow w znanym wszechswiecie ma 126 cyfr.
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Ztozonosé a klasyfikacja problemow

 PROBLEMY

latwe trudne nierozwiazywalne
(fatwo-obliczalne) (trudno-obliczalne) (nieobliczalne)

istniejq dla nich algorytmy rozwiqzujqce je algorytmy nie istniejq zadne,
o ztoZonosci wielomianowej | majq ztoZonos¢ co najmniej rozwiqzujqce je

lub nizszej wyktadniczq algorytmy
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Problemy o zloZonosci wyktadniczej
PRZYKLADY

Problem spetnialnosci (logika)
= Czy istnieje takie warto$ciowanie ||~ (b A(a—Db)) — (—a))
zmiennych zdaniowych, przy

ktorym formuta zawierajgca n 1 0 1 0
zmiennych jest prawdziwa ?

Problem komiwojazera (grafy) L

= W danym grafie z okreslonymi
wagami krawedzi znajdz $ciezke i)
zawierajgcg wszystkie wierzchofki,
ktora ma najmniejszga sumaryczng
wage (Sciezke najkrotszg).
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Problemy o ztozonosci silniowej
PRZYKLADY

Ztozonos¢ czasowa n! maja: n! 10 liczba permutacii

@
= algorytmy sprawdzajace zbioru n-elementowego.
wszystkie permutacje danych

wejsciowych o rozmiarze n.

Przyktad 1 (szyfr)

" Zgadnij szyfr n-znakowy ’ \3 2 4 > L —
ztozony z n réznych znakow T
nie powtarzajqcych sie. n znakow

Przyklad 2 (uktadanka) N
Czy dla danych n kart istnieje Hadt
ztozony z nich kwadrat, w ktorym ® D > kart
wszystkie karty stykajq sie
odpowiednimi bokami ? m J
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Problemy nieobliczalne

Problem stopu (maszyny Turinga)

v' Dia dowolnej maszyny MT, i jej
dowolnych danych wejsciowych D,

odpowiedz jednoznacznie,

czy MT, zatrzyma si¢ dla danych D,
j. zakonczy przetwarzanie danych D,?

Mniej technicznie:

Czy istnieje taki uniwersalny algorytm, ktory analizujqc zapis kazdego innego
algorytmu oraz dowolnych jego danych,

rozstrzygnie jednoznacznie
czy analizowany algorytm zakonczy przetwarzanie swoich danych, czy tez

bedzie je przetwarzat w nieskonczonosc?



— Woyktad 4. Obliczalnos¢ i nieobliczalnosé —

Inne problemy nieobliczalne

Czy dane rownanie diofantyczne,
z dowolng liczbg niewiadomych
i catkowitymi wspotczynnikami,
ma choc jedno rozwiazanie

w zbiorze liczb catkowitych ?

x*+2y°—4y* +7"=0

Czy dane dwa jezyki sztuczne, z
okreslonymi regufami budowania
stow, pozwalajg zbudowag,
zgodnie ze swoimi regutami,

to samo (dane z gory i dowolne)
stowo ?

abbbcaabbbababc
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Teorio-liczbowy kontekst obliczalnosci

Liczby obliczalne... Liczby nieobliczalne...
(wg. Turinga) (wg. Turinga)
=~ =

= [stnieje dla nich = Nie istnieje dla nich
algorytm obliczania. algorytm obliczania.

» |stnieje maszyna Turinga = Zadna maszyna Turinga
obliczajgca je z dowolng nie potrafi obliczyc¢ ich
doktadnoscia. z dowolng zadang

doktadnosciag.

» |stnieje algorytm
obliczania ich = Nie istnieje algorytm
kolejnych cyfr. obliczania ich kolejnych cyfr.
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Od niewymiernosci do nieobliczalnosci

1. Istniejg liczby niewymierne. 5. Istniejg rézne podklasy liczb
(Pitagorejczycy, VIw p.n.e) niewymiernych.
(XIX i XX wiek)

2. Liczby naturalne i wymierne
sg rownoliczne.
(G. Cantor, koniec wieku XIX)

3. Liczby naturalne i rzeczywiste
nie sg rownoliczne.
(G. Cantor, koniec wieku XIX)

4. Zbiér liczb niewymiernych ma
moc continuum.
(G. Cantor, koniec wieku XIX)

. Istniejg niewymierne liczby

nieobliczalne.
(Turing 1936)

. Zbior liczb nieobliczalnych ma

moc continuum.

. Liczby nieobliczalne sg czysto

losowe.
(G. Chaitin 1987)
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Niewymierne liczby obliczalne

Niektore liczby niewymierne — jest ich tylko przeliczalnie wiele — sq
algorytmicznie wyznaczalne, czyli obliczalne (w sensie turingowskim).

* liczba algebraiczna, rozw. rownania x*-2=0

J2 =1,414213

* liczby Louiville’a (przestepne)

¢ ¢, Cs
= + + +...
10" 10* 10°

35 7 7 “ong ]
najszerzej znane obliczalne
» liczby przestepne
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Odkrycie Chaitina

Uzywajac jako narzedzia pracy oprogramowania komputerowego (...) G. Chaitin
skonstruowat — jak pisze — ,przewrotne (niezwykle skomplikowane) 200-
stronicowe rownanie algebraiczne z parametrem N i 17 tysigcami zmiennych’.

Nastepnie postawit pytanie: ,,Czy dla kazdej catkowitej wartoSci liczbowej
parametru N istnieje skonczona czy tez nieskonczona ilos¢ catkowitych
liczbowych rozwigzan ?’

Odpowiedz wypadta zdumiewajgco. Jesli bowiem do rdwnania podstawiaé kolejne
wartosci liczbowe parametru N oraz w przypadku skonczonej liczby rozwigzan
przyjmowac 0, zas w przypadku nieskonczonej 1, to jego rozwigzaniem bedzie
cigg zer i jedynek, ktérego w zaden sposdb nie mozna odréznic¢ od ciggu
zestawiajgcego wyniki nieskonczenie wielu rzutobw moneta.

Nieobliczalng liczbe rzeczywistg z przedziatu miedzy 0 i 1, odpowiadajacqg
ciggowi otrzymanych zer i jedynek, G. J. Chaitin nazwat nastepnie Q.

= 0=001011101100100110001...
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Interpretacje odkrycia Chaitina

J. Debowski o odkryciu Chaitina:

Jak sie okazuje, kolejne cyfry liczby Q odpowiadajg nieskonczonej liczbie zupetnie
przypadkowych faktéw arytmetycznych. Wiemy wprawdzie, ze kazdy bit Omegi musi
by¢ albo zerem albo jedynka, ale nie wiemy i nigdy wiedzie¢ nie bedziemy (!), kiedy i
dlaczego wystgpi w niej zero, a kiedy i dlaczego — jedynka. Sytuacja jest wiec w
maksymalnym stopniu matematycznie nieprzewidywalna.

Innymi stowy, Omega (Q), poniewaz stanowi skrajnie nieuporzadkowana sekwencje
zer i jedynek, jest nieredukowalna do zadnego algorytmu — jest, jak sie powiada,
algorytmicznie nieupraszczalna (niekompresowalna).

Chaitin o losowosci i niekompresowalnosci:

Mozna wiec zdefiniowaé losowos¢ jako cos, czego w ogdle nie mozna skompresowac.
Jedyny sposodb, by opisac zupetnie losowy obiekt lub liczbe komus, to pokazac go |
powiedziec: ,To jest to”.

Poniewaz nie ma zadnej struktury lub prawidtowosci, nie ma zadnego krotszego
opisu. Drugg skrajnoscig jest obiekt lub liczba, ktéry ma bardzo regularng strukture.
By¢ moze mozna by go opisa¢, méwigc, ze jest to milion powtérzen 01, na przyktad.
Jest to bardzo duzy obiekt o bardzo krétkim opisie.



